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| v Solução 
2. Seja f: 10, 11 — IR dada por f(x) = Û se x € Q 


é limitada em [= 1, 3], pois, para todo x em [—1, 3], 0 = f(x) = 2; além disso, fé descon- 
. Pelo teorema 2, f é integrável em [= 1,3] 


x 1 é 
a) Verifique que seos c forem racionais У. / (cj) As; tende a >, quando máx Ax; > 0, 
i 2 
В) Prove que f nio é imegrável em [0, 1]. 


3. Calcule, caso exista, e justifique sua resposta. 


-tegal 
Го) = х 

j 1 зеб=л<1 2 зеї=х=3 
a) Í dd Age EN é integrável em [—1, 3]. 
ETE olução 
D 24:93 


s 
b p годах onde а! 


ão, pois f não é limitada em | - 1. 31. 


rcícios 12 


a fa) — 2 
221 Ear 
bb ро) = е7. sraa 


1.2. FUNCOES INTEGRÁVEIS 


Os teoremas que enunciaremos a seguir, e cujas demonstragdes encontram-se no Apén- TE. едеп 
dice 4 do Vol. 1, destacam as funções integráveis que vão interessar ao curso. DIOS gere] 
O teorema | conta-nos que toda função contínua em (a, b] é integrável em la, b] e, o x 
teorema 2, que toda função limitada em [a, В] e descontínua em apenas um número finito de 0 sex=0 
ontos de [a, b] € integrável em [a b). E 
5 ешр LOA l sencas 
x 
Teorema 1. Se f for continua em [a, b]. então f será integrável em [а, В]. 0 
DIAL چ‎ 
Fig т 
Teorema 2. Se f for limitada em |a, b] e descontínua em apenas um número finito 
Че pontos de [а, b], então f será integrável em [а, 5]. 


хі е-1=х<0 
D fG)- 15 sex=0 
2 еб<х=1 


EXEMPLO 1. f(x) = cos 3x é contínua em [— 1. 5], logo integrável neste intervalo. 


se lal= 1,220 
EXEMPLO 2. Verifique se 


h so 


3 sex=0 


é integrável em [- 1. 3]. 


2 


Função DADA POR INTEGRAL 


2.1. CÁLCULO DE INTEGRAL DE FUNCAO LIMITADA E 
DESCONTÍNUA EM UM NÜMERO FINITO DE PONTOS 


O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir conta-nos que se fe g forem inte- 
gráveis em la, b] e se f (x) for diferente de gix) em apenas um número finito de pontos, en- 


tão suas integrais serão iguais. 


Teorema. Sejam fe y integráveis em [а, bj e tais que f (x) * gix) em apenas um 
número finito de pontos. Então 


fro а= [ао dx. 


Demonstração 


hix) = 2(1) — Au) é integrável em [а, b] e h(x) = 0, exceto em um número finito de pontos. 


Como 


y h (ei) Ax 


independe da escolha dos c;, resulta que tal limite é zero, pois, para cada partição P de [а, 


b], podemos escolher c; em [ху - ү. д]? = 1,2,...,n de modo que A(c;) = 0. Assim 


К a 
[оа = lim У мелу =0 


заду э کے‎ 


ou seja, 


» 
[eo ren acc o 


ү (x) dx 
ол. Calcule |j fo 
x? se О=х=1 


É sel<r<s2 


m [0, 11, / GO = 42: logo, 


fire 


r-l 


INE = f х= 


[лов fees a 


is 
T 


‚2],/ (x) difere de 2 em apenas x = 1: daí 
x 


DELIS 


LO 2. Calcule fis (1) dt, x = 0, onde 


1 se 0=1<1 


02-1 se sz, 
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é integrável em [0, 2], pois é limitada e descontínua em apenas x = 1. Temos 


frio de= fr PES [лов 


SE р ы г ium 
оа [Same =21m2. 


a 
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Solução 
x. p pontos do intervalo la, b] e seja fuma função definida em todos os 


Sejam x. 50, 
моз de (a, b], exceto em xj. хэ. ..—. ty. Suponhamos f limitada e contínua em todos os 
bntos de seu domínio. Pela definição de integral. não tem sentido falar na integral de fem 
b]. pois f nào está definida em todos os pontos de [a, /]. Entretanto. a funcào g definida. 


(а, b] e dada por 


Para todo х = 0, fé integrável em [0, x], pois, nest é limi sconti 
Pano AE ], pois, neste intervalo. fé limitada e descontínua no 


rar se osre 


spl 


[rod 


m se 


ft) se xÆ finaz 
go 


fra f’ (02-а > 
lo, , se x>1 


de тү, my. .... ny SãO números escolhidos arbitrariamente, é integrável em [а, В] e o valor 


rm ja integral independe da escolha dos ту. Nada mais natural, então, do que definir a integral 


Prada ena 


IPLO 3. Calcule fj f(x) ds onde 


Como 
segue que. 
a EE 
[wa ; 
Bodo pa 
Uy а 
ou seja, 
F 2s 0sr<l 
E DTI T 
а F se Osx 51 
[ува 
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a 
OS, fede onde ло = тга 
5 s 


se xe] 


= u ose ubl 


p 


Calcule 


i se 011 


a ооа onte rio кх 


se -1=г=1 


x m 
dy j 114 onde rob E 


P s-er 
2 se 1>1 


o fo fem dr onde sol 
lo 


se Osr<1 
se l=1<2 
se 1=2 


a) [| FO dt onde ol 


2.2. FUNCAO DADA POR UMA INTEGRAL 


Seja fuma função definida num intervalo Ге integrável em todo intervalo [с, d] contido 


ет I. Seja а um número fixo pertencente a /. Para todo xem /, a integral | FAO de existes 
podemos, então, considerar a função F definida em / e dada por 


o Foe Гоа. 


Nosso objetivo é estudar a F com relação à continuidade e derivabilidade. Na Seg. 2.4. 
estudaremos (D supondo f contínua em I; provaremos que, neste caso, F é derivável em | e 
que F' (x) = f) para todo x € I. Na Sec. 2.5, estudaremos O supondo apenas que f seja 
integrável em todo intervalo [c, d] C / e, portanto, não necessariamente contínua em /. Pro- 
varemos, então. que mesmo neste caso a F será contínua em I; provaremos, ainda, que F 
será derivável em todos os pontos em que f for continua e se p for um ponto de continuidade 
de f. entáo F' (ру = f (p). 

Observe que, tendo em vista o que dissemos acima, o gráfico de F não pode apresentar 
salto. Portanto. se você estiver esbogando o gráfico de uma função dada por uma integral е 
зе o seu gráfico apresentar salto, apague e comece de novo! 


“Função Dada por Integral 


LO 1. Esboce o gráfico de Р(х) = | f(1) dt onde 


1 se 0=1<2 
fms 
25122 


definida para todo x > 0. Temos 


joa se б=х=2 
һ 


F= 
2 " 
Jes [aam x>2 
һ z 
1 f 
E==+ = 
ГҮ 
ia 
|! 
|! 
y 2 x 
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EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da função 


" lose —Ixr«l 
F= fra onde fü) 


2 se t-l 
Solução 


O domínio de F é o intervalo [— 1, + 2]. Temos: 


jj dr 


1 a 
fitar f 2a se «=1 
lo i 


Чч TII 
F= [rod 


Er ДЕШИ 


Joss расла [ 


ja f22 
j ЕСЕ 


x se ISS! [x s 1651 


Fo- 


1+[2r]f se x21 2x—1 se x21 


5 
3. Considere a função F (x) = [| учуй onde fi = Ea (#0. 


о domínio de F. 


5 о, f será continua no intervalo de extremidades 1 e x: logo. j Т0 dt existe para 


> 0. Sex = 0, a integral f FU) dt não existe, pois f no é limitada em JO, 11. О domi- 
ÍF é, emão, o intervalo 10. +=. 


х1 A 
з= f. qlo x> assim 


FG) [inr] = mx 


Segue que F (9 = + = f(a). x 0. 


sboce o gráfico da função F dada por 


2 se б=г<1! 
ғо f rod onde fin- |, 
lo 1 ui 
| т 
5 ro = rà 
" 2 se 10 
F(x =] fü)dr onde fin 
h o se 1>0 
" Ose rm 
Fo) = [r0 de onde jt) = 
" lose r>1 


se —2<г=0 


se 1>0 
| se I=! 


rof, учуй onde f= 


e P 


2 ве 111 


элш 
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2. Sea Р(х) = i f) dt onde =| 


а) Esboce o gráfico de F. 


by Calcule Fº (x). 


3. Determine o domínio da função К 
a Fo) Î d 
D rz f. 


а 


өнә [| > 


4. Sei Foo fo 160 dr onde ПЕ 


а) Verifique que F' (1) = f(x) em todo 


by Fé derivável em x = 1? 


5. Seja ғо FO dt ande у= 


a) Verifique que Fº (x) = f(x) em todo. 


by F é derivável em x = V? Em caso afi 


& Seja Fon par onde f 


зеге! 


26r 


DN 


ti f. - 


12 sers 


ES 
Lose rl 
1 


xem que f for contínua. 


xem que f for continua. 


irmativo, calcule F' (1) e compare com f (1). 


ЕЕ 


1 
кле ral 
т 


Verifique que F' (x) = f(x) para todo x. 


2.3. TEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAL 


No próximo parágrafo, vamos enunciar 
lo. Para tal, vamos precisar do teorema do 


е demonstrar o 2.º teorema fundamental do cálcu- 
valor médio ou teorema da média para integral. 


та pelo menos um c em (а, ^] tal que 


Teorema (do valor médio para integral). Se f for contínua em |a, В|. então exis 


" 
[ооа лоф 
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ontínua em [a, В], pelo teorema de Weierstrass, f assume em |а, b] valor må- 
‘mínimo. Sejam M o valor máximo e m o valor mínimo de fem [a, Б). Assim, 


mefto=M 


fm de= fio а= je 


" 
mb = = ronde Mb = a) 


-— 
bh v 
I| roodo 
mL =M 
SC qu 
" 
[ros 
modo, DETER é um número entre o menor e o maior valor de fem [a. b]: pelo 
Ta 


do valor intermediário. existe c em (a, b] tal que 


" 

jio 

ipa MDS 
b-a 


" 
fred tom. a 


rpretação Geométrica do Teorema do Valor Mi 


io para Integral 


à 
Suponhamos f contínua em [а, b] e f (x) > 0 em la, b). Assim, | 7(0 de é a área do 


Conjunto A limitado pelas retas x = а, x = b, pelo eixo Ох e pelo gráfico de y = / (0. O 
s, então, que existe ¢ em ja, b] tal que a área do retângulo 
base b — a e altura f (c) é igual à área de A 
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Antes de encerrar a seção, vamos destacar uma outra propriedade que será utilizada na 
demonstração do 2º teorema fundamental do cálculo, 


Seja f integrável em la. b] e seja c € Ja, bl. Vimos na Seg. 11.4 (Vol. 1) que se f for 
integrável em la, c] e em [c, b], então 


fro a= Frac rosas 


Pois bem, na próxima seção, vamos precisar da seguinte propriedade, cuja demonstra- 
ção deixamos a seu cargo: "Se f for integrável em todo intervalo fechado contido em /, então 


forca de= ras [уо 


quaisquer que sejam a, B e y no intervalo 1." 


Exercícios 2.3 


" 
1. Suponha f (3) > 0 e contínua em la, В]. Prove que [| fG) de» 0. 


" 
Suponha fix) Oe continua em a, PL Prove que se [^ f(a) ds = O. entiof() = O,paratodo 
xE fa, bl. 2 


3. Suponha f (x) > 0 e integrável em la, b]. A afirmação 


" 
[| f ds = 0 = f(a) = бет la, DJ" 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 


4. Suponha feontínua em [a, b], Prove 


furor dx=0 f(x) = Oem la, b]. 
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= 0 em la, b]. Prove que existe Û € la, b] tal que 


ntínuas em la, b], com f (9) 


" " 
f reo ac de= em ШЕ 


| FUNDAMENTAL ро CÁLCULO. 
¡CIA DE PRIMITIVAS 


Lua no intervalo Ге seja a um ponto em /. Como estamos supondo f continua 


a integral fe (0) dí existe: podemos, então, considerar а função F 


к) = jio 


imitiva de fem Z. isto é. F (х) = f (x) para 


ЕН ima ё uma pri 
pose quern E "teorema fundamental 


jo que segue, referir-nos-emos a este resultado como 
implesmente, teorema fundamental do cálculo. 


(f ndamental do cálculo). Seja f definida e contínua no intervalo e seja 
tas condições, a função F dada por 


ко) = [roa ser 


¡tiva de f em I, isto é, F’ (x) = f (x) para todo x em 1, 


provar que, para todo x em /, 


Рот Fa) 
h 


F (x)= li = f(x) 
uu 


ex th x x +h 
- dt 
h h 


do valor médio para integrais existe c entre x e x + fi tal que 


[roa ron. 
А 
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Assim, 


Elm = F(x) _ 


* f) 


Tendo em vista a continuidade de fem Ге observando que c tende a x quando Л tende a zero 
resulta 


" Fxth Fl 
Fo = jim LEEMOS quy, 


Observe que o teorema fundamental do cálculo garante-nos que toda função contínua 
emum intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, exibe-nos, ainda, urna. 
primitiva. 


х 3 
T тү di. Calcule Fº (x) 


EXEMPLO 1. Seja F (x) = 


Solução 


3 
Observe que o domínio de F é IR, pois, f(t) = TF рї é contínua em IR. Pelo teorema fun- 


damental do cálculo 
a 
Fo- [roa 
w [j 40 '| 
ou seja, 
TE 
T pat 


Na notação de Leibniz 


дё [| жг ш 
EXEMPLO 2. Calcule zz | [se 


Solução 


Seja f(1) = sen 7, Temos: 


É Calcule Н” (x) sendo H (x) = e 


G(W=FW) e Р) = 


6x 
G= Ty 


EX e 
dG d "3 
=== di 
dx zr nest 


6x 


g= 


y 


[EN 


Gi - Fu?) onde Ft) = f 


m, calcular О? (x) da seguinte forma: 


di onde u = 


m 


supe 


Função Dada por Integral 


Ter 


di. 
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ou 


Ho) 


daí 


ou seja, 


" А 3 
Uma outra forma para se obter H' (4) £a seguinte: como f(D) = E; 
г 


IR, f admite uma primitiva F; ass 


sta 


Hie - » 
“= f Tr Ems, 
ou seja, 
H (x) = FG?) = F (sen x) 
daí 
Н) = Е 3) 3 — FF (sen x) cosa. 
Como 
к= 
segue 
92 3os х 


х) = 


1437 {+з х 


EXEMPLO 5. Suponha f (i) contínua em [ =r, r] ( > 0) e considere а função 


ғо) = [iodo «elena. 


Prove que se f for uma função par, então F será ímpar. 


é contínua em 
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; tese é de que f é contínua em [~r r] ef (t) = f (=1) em [—r, r]. Queremos 
Fi) = =F wem [=r rl. 


1 “ауа e f é contínua em [— r], pelo teorema fundamental do cálculo 
lo 


Е' (ху) = fG) em [or rl. 


LEG FED = -F C» 


(F(A = —f(7x) pois F = 


a todo x em [-7. r]. 


(EG) + FO = E) F = Р) РС) 


IF (x) + F(x] = 0. 


ме uma constante k tal que, рага todo x em [~r, г], F () + F (=x) = & Mas 
f(D) dt = 0 е, assim. k = F (0) + F (=0) = 0. Portanto, F (1) + К(—х) = 00u 
F (3), para todo x € [r rl 


e F' (x) sendo F dada por 


E] 


p= f. YU ы вод | sea 


D= f orta aro mta 


as К 
= "a rof а 
eta DES 


j. Suponha f continua em IR e periódica com periodo р, isto é. f (v) = f (x + p) para todo x. 


‚ ©исше [Gon ds onde Gin = [wr 
n a 
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à Fo) [ aie ar 


Suponha fr) = 0 e contínua em IR. Estude a função F (л) il 


cimento e deerescimento. 


Determine uma função ç IR — IR. continua, al que para todo x 
PORES | m 
Suponha f continua em | r. r] > буе considere a função 


ros fina 


Prove que se / for uma função impar, então F será uma função рат. 


Prove que a função 


'ÃO DADA POR UMA INTEGRAL: 


rtp 
w= dix ER 
í | шеле IDADE E DERIVABILIDADE * 


é constante, Interprete graficamente, vamos estudar, com relação a continuidade e derivabilidade, a função 


nlegre por partes.) 


1 É a DES 
Calcule Lh F(x) dx onde FL) = 7 dt. (Sugestão Fuo= |А тауа, xel, 
| 


a integrável em todo intervalo fechado contido em / e, portanto, não neces- 


1. Seja fimegrável em qualquer intervalo fechado contido no intervalo / 


As funções cosseno hiperhólico e sena hiperbilico, que se indicam, respectivamente, por ch 
são А А m i um ponto fixo de /. Então a função dada рог 


© эй, são dadas por 


Р(х) = |) find хет. 


existe um intervalo [a, 8| С Ital que a. p € [oc Bl e se p não for extremo de 1, 
nar eve B de modo que p € 1а, BL. Como é limitada em la, 8|, pois é integrável 
alo, existe M > O tal que 1/(1) | = M em [a. Bl, Para todo x em [ar B] temos 


Eo Fin roa [ro ae P roa 
, , А 
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De -М = f (1) = M, para todo 1 € [a, В). segue que. para todo x € [а Bl. 8 


M(x =p) < fro dt = M(x = pJ. sex = p. 


Fe) - Fin - fini = pl. 
х-р 


O<lx-pi<ô= 


M(x = ps fra no — sex >р. 


Pelo teorema do confronto, 
Cê о caso em que pé extremo del. ж 


lim Рх) = Fip). a 
хэр 


Teorema 2. Sejam e Кл) = | f) de como no teorema 1. Nestas condições, se 
for contínua em p € 1, então F será derivável em p e F' (p) = fp). 


Demonstração 


Seja p € Ге suponhamos que p não seja extremo de /. Vamos provar que se f for conti- 
nua em p então 


tim EO Е) HG) te 
хәр 
que equivale a 
F (p= lim 


EET 

Temos 

O Fm -Fpi-rinw-p- roa fra [io rona 
^ p p 


Sendo f contínua em p, dado e > O existe 8 2 0, com Jp = бур + б] C 1, tal que 


p-ácicpsócs-ecfin-foi«e 


j, para todo x em |p — & p + êl. 


fo) elx pte fup rona elx- pl- 
r 
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= volume do cilindro de altura Ax; e base de raio,/ (2; ) (cilindro de "dentro") 


= volume do cilindro de altura Ax; e raio de base f (51) (cilindro de fora"). 


3 finição para o volume V de B deverá implicar 
MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES 
DA INTEGRAL. 
COORDENADAS POLARES 


bs m [FE Ax; = volume V = y л[/( 


DEV 


ção P de [a, bj. Para máx Ax, — Û, as somas de Riemann que comparecem 


É ? 5 
dades acima tendema [^ [/ (OÈ ду; nada mais natural, então, do que defi- 


de B por 
= [tol di 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do con- 
odos (x, y) tais quex? + y? = 2, у > 06 > 0). 


3.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM TORNO 
ро EIXO x, DE UM CONJUNTO А 


2, y > 0, é um semicírculo de raio r; Pela rotação deste semicírculo, em torno do 
“mos uma esfera de raio y. Temos 


Seja f contínua em [a, b], com f(x) = 0 em [а, В]: seja В o conjunto obtido pela rotação, 
em torno do eixo х, do conjunto А do plano limitado pelas retas x = а, x = b, pelo eixo xe 
pelo gráfico de y = f (x), Estamos interessados em definir o volume V de В. 


2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo Ox, do 


¿todos (x, y) taisque 1 = y ex 1x2. 
A x 


Seja Pia = xy < ху ху. < xj | j E < a, = h uma partição de [а, b) e sejam. 


respectivamente, (je с, pontos de mínimo e de máximo de fem lx; — . x]. Na figura aci- 


x, Temos: 
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Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto 
— V, onde V, e V, são, respectivamente, og 


hachurado. O volume V pedido é igual à 
volumes obtidos pela rotação em torno do eixo Ox dos conjuntos Аз е Ay hachurados. 


ela 


O próximo exemplo é um caso particular do Teorema de Papus (Papus de Alexandria. 
IV século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotação, em torno de um eixo, de uma 
figura plana que não intercepta o eixo. (Veja Exerc, 3 da Sec. 3.6.) 


EXEMPLO 3. Considere um retângulo situado no semiplano y = 0 е com um lado paralelo 
ao eixo x, Seja Р a intersecção das diagonais. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotação, em torno do eixo x, é igual ao produto da área do retângulo pelo comprimento da 
circunferência gerada, na rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retângulo 


aexeb e 0sc=y<d 
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е do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, deste retângulo é 


dte 


V=2m (d - eb — a) 


2 


é o comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e (d — ©) (b — 


tângul o neste 
sões "semiplano y = 0" e "em torno do eixo x" forem sub: 
por "semiplano x = 0" e "em torno do eixo y") 


. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua váli- 
tuídas, res- 


para cada x em la, b], V(x) = т f Ui 


obtido pela rotação, em torno do eixo Ot, do conjunto hachurado. Pelo 
ental do cálculo 


) > 0 e contínua em [a, b]: 
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Assim. a diferencial da função V = V (x) é 
dV = «lf GF dx 


'OLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, 
м TORNO DO EIXO у, DE UM CONJUNTO A 


b], com а > 0. Seja A o conjunto do plano de todos 
= f(x). Seja B o conjunto obtido pela rotação, em 
é mostrar que é razoável tomar 


fo = 0 e contínua em la, 

Gs y) tais que a = x © be0 =y 

o y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, 
de B o número 


" 
а! x food 


ex < <... apo Expos <= Р шпа partição de |а, b] e seja cro 


тп]? dré um valor aproximado para а variação АУ еп V correspondente à variação d em. $ 
dio de [xy — ptl- 


Exercicios 3.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em tomo do eixo x, do conjunto de todos os 
pares (x, y) tais que 


ajeseieüsyex 


Өл<=4еб=у= 


Maf +P eley 


0 


ejymQ1sas2e 


E 


po=u=te 


e? 
DIEI 


хел? + у?<2, 


Ryze? + у? <2. 
рі + уі беу 0 


1 
ПАНЕ 
x (Confira.) 
т A Ea =1 
2. Teorema de Papus para a elipse), Considere o conjunto A de todos os pontos (x. y) tais que 
al, o 
temer О-В | (senso 
га 
€ situado no semiplano y = 0. Mostre que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do a 
nferência roximado para o volume do sólido obtido pela rotação. em torno do eixo y, do 


eixo x, do conjunto A é igual 20 produto da área da elipse pelo comprimento da circu 
gerada, na rotação, pelo centro (a, В) desta elipse, 
3. Considere um triângulo isósceles situado no semiplano y = 0 e com a base paralela aa eixo x, Mostre que Р 
o volume do sólido obtido pela rotação deste triângulo, em torno do eixo д, é igual ao produto da área " 
deste triángulo pelo comprimento da circunferência gerada, па rotação, pelo baricentro do triângulo ПИГ NS EX 


27 [лов 
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Logo, é razoável tomar (1) para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude € 
correta, (Para uma prova de (1), num caso particular, veja Exercício 2 desta seção.) 


AG) = mL fco 


do con- 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo у, 
junto de todos (x, y) tais que 

Os1=le0=y=x— 0 
Solução 


1 
v= 2r fictae > 


Esercícios 3.2 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto de todos os 
(y) tais que 


seção do sólido cam o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto 


ах. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado па forma 


a)besseeüs y= х а 


Волео уя Vr. 

с) =хе2е0=уел i 
djs x те0 yE sena, 
esc leüc y = are tga 


7 
volume = fA (1) d 


ra, B um sólido qualquer. não necessariamente de revolução e seja Ox um eixo 
E n itrariamente. Suponhamos que o sólido esteja compreendido entre dois planos 
DO SARA] KE UR fares а Ox, que interceptam o eixo Ox em x = a e em x = Р. Seja A (x) a área da 
LU As lido com o plano perpendicular a Ox no ponto de abscissa x. Suponhamos 
(x) seja integrável em la, В]. Definimos, então, o volume do sólido por 


тох 2,52 [rt ебу 2, 


. (Volume de sólido de revolução em torno do eixo y). Suponha f estritamente crescente c com 
derivada contínua em la, b], a = 0 e f (a) = 0, Seja к: [0f (h)]— la, b] a função inversa de f 


7 
volume = fA cod 


u) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo у, do conjunto 


Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo a? + 
pendiculares ao eixo Ox são quadrados. 


E a "X 
A7 (e) E IR a eh Oc = igual a mb? f) я | TTE 
h 


b) Mostre que 


i "X 4 
ray f aeo avo 2r f xf cas 


(Sugestão: faça a mudança de variável y = f (x) e depois integre por partes). 


¢) Conclua que o volume mencionado em a é 


" 
volume = 2 | xf) de 


3.3. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER D 


" 
Vimos no parágrafo anterior que 7 Í Lf COP. dx éa fórmula que nos fornece o volume 


do sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto А = [(x, у) Є, 


IRÊla = x = b, 0 = у & f (x)). Observe que 
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ou seja ога, estender o conceito de área pura superfície obtida pela rotação, em torno 
gráfico de uma função , com derivada continua e f (x) = O em la, D]. 

= Ata 
volume — 2 і 


до, Р:а = ҳу < X2 < ... < x, = huma partição de la, b] e ¢; 


o do intervalo [x; — j, х. 


Exercícios 3.3 


1. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + 


= 2, у> 0, e cujas secções per. 
pendiculares ao eixo Ox são triángulos equiláteros. 


2, Calcule o volume do sólido cuja base é a região 4x? + y? = 1 e cujas secções perpendiculares 
ao eixo Ox são semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1. 1). (0, De (1.0) e cujas 
secções perpendiculares ao eixo Ox são triângulos isósceles de altura x — x°. 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triángulo equilátero de lado / e cujas secgdes perpen- 
diculares a um dos lados são quadrados 


Ax, 
Teos a 1 


ММ, sec ay l Ay EL ОР An 


3.4. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO jperfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do segmento M; _ jM; (observe 


¡cie nada mais é do que a superfície lateral de um tronco de cone de geratriz 

Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, 
raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à área do trapézio de altura g, base maior 
2R e base menor 2: 


27 f (а) M; AM; = 27 fi) MH GP. A 


suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximação para a “área” da su- 
pela rotação, em torno do eixo x, do trecho do gráfico entre as retas у = 


função 2r f(x) {1 + L/" (08 é contínua em [а, P], teremos 


» e ага е 
ХОХ 2a f e ОВ Му = [i эт (Q0 LE LÁ COP. de 
1 e 


s a área da superfície obtida pela rotação do gráfico de f, em torno do eixo x, por 


área lateral do tronco = m (R + r) g 


Sendo $ o ponto médio do segmento РО, эт Ti FG) UL GP. ar 


R+r 


‚Чи TRA r)g msg 


área lateral do tronco de cone = 275 g 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno do cixo РО. ё 
igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 2r s da circunferência 
gerada pelo ponto médio da geratriz, Este resultado é um caso particular do Teorema de 
Papus para superfícies de revolução. (Veja Exercício 9 da Sec. 3.6.) 
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outra motivação para tal definição? (Sugestão: aproveite a motivação para a defi- 
| área de superfície de revolução. 


u= tg Ө. du = sec? 0 dO 


1 
TG Lea? C du) 


“comprimento do gráfico da função dada. 


a=-10=-T 
4 
acide ' 
4 = К=х= А, К 0 
Integrando por partes: 
[a oe a= [et 0 seco do ELE = f, осто - sec01d0. Dat 
m Ta s TUR 


оп seja, 0 


IDE өде= у 


J2 +ш (2 +1). do plano fica determinado por suas coordenadas polares (0, p). onde 0 é a 


nos do ángulo entre o segmento ОР ¢ o eixo polar (tal ângulo sendo conta- 
Jo eixo polar) е p o comprimento de OP; assim p = 0. 
erarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habitu- 
a origem coincide com o pólo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (0, p) fo- 
jadas polares de Р, então as suas coordenadas cartesianas serão dadas por 


Portanto, área = 27 (2 + In (2 D]. 


Exercícios 34 


1. Calcule a área da superficie gerada pela rotação, em torno do eixo x, do gráfico da função dada. 


eret ara] 
a лоз 5 xam 
pfi R=x=R(R>0) 
1 
DEED 


2 
дут x da exea. 
2. Seja fcom derivada contínua em [а, В] c seja Р: а = xq < xj < %3 € x 
de fu. b]. Indique por L (P) o comprimento da poligonal de vértices (p. fo. (x; 7) 
б Г) 
а) Verifique que 
TET 
лора 


lim ЦР) 


más ay Û 


hy Defina comprimento do gráfico da função de f. 
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“Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as aplicações é im 
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como interpretar (() ру 
no caso p < 0: 


2, Um ponto Р desloca-se no plano de modo que a relação entre suas co- 
es é dada por p = 6,0 = 0 = 27. Desenhe o lugar geométrico descrito 


PETI 


z (0 0050, p sen 0) 
7 


CN 6, seno) 


| 
| 
+ (cos 0, sen 6) 


| 
i 
| 
| 
| 
| 
Y 
(p cos 0, p sen Ө) V. 


Se р < 0, (0, p) é o simétrico, em relação ao pólo, do ponto (8, —p) 


2<0 


ES 


E "on 


EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (4 p) onde 


a)8-0ep-1 »0=0ep=-1 oum Fep=2 
d= S ep=1 e=Tep= 

pr q ер= 0= тер 

Solução 


= senes 02 = psen Bes d+ 


П j 
Dé a equação de uma circunferência de centro (o. 3) eraio у. Deste modo, 


Ø= т, é, em coordenadas polares, a equação de tal circunferência. 


4. Desenhe o lugar geométrico de equação (em coordenadas polares) p = 1 — 


42 Um Curso de Cálculo — Vol. Il 


Solução 


Esta curva denomina-se cardicide. 
EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é р = cos 20. 


Solução 


Veja como fica o trecho da curva acima para 6 variando de 0 a z, 
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PLN 
4 4 
Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla- 


p permanece negativo. 


coordenadas polares é p = tg d, E < 4 < T. 


a relação entre suas 


meiro, o que acontece para 8 variando de 0 a S + Quando 0 2. рэ + 


е Р sobre o eixo polar tem abscissa. 


х= peos Ө = tg O cos 0 


do 0 — T a projegáo de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abs- 


simétrico, em relação ao eixo 


ho da curva correspondente a fem } T o] 


correspondente a Ө em E EP 


o, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de regido li- 
dadas em coordenadas polares. 
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REA <... < & -1< 8 <... < Bp = Bona partio de (a, B] Sejam 


Inicialmente, observamos que a área de um setor circula E i i 
saca do Los eri desi es и ов valores mínimo e máximo de p em 16) - 1, 01. Pelo que vimos anterior- 


АӨ. Esta área se determina por uma regra de trés simples: da parte do conjunto A compreendida entre as retas 0 = 0) үе Ө = 0; está 


entre as áreas dos setores circulares de abertura АӨ, e raios pē) è рб). 


Dar rd — área п? ios 
frazoável para a área de A deverá implicar, para toda partição P de [a Bl. 


Aürd- ? 


п 


à e dus 
Floor AN; = área AS У; goo? лө. 


в | 
LEV) о, us somas de Riemann acima tendem para a integral f. Lj? d0. Nada 


então, do que definir a área de A por 


zur 


Û 1. Calcule a área da região limitada pela cardióide p = 1 — cos 0. 


Consideremos, agora, a função p = p (0) continuae = 0 em [0 — 1. 81. Seja A; o conjun- 
to de todos os pontos (6. p). com б, — | = 0 = Be 0 = p= p(B). { 


= А i 
Seja 5 = p (8) o maior valor de pem |%,_ ү, ер = p(0,) o menor valor. A área do | 
conjunto A, está, então, compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura Aff 


e raios рб) e p): 


| A6, = área A; = 


[r | EVA 


Consideremos, agora, a função p = p (8) contínua e = 0 em [a, B], onde supomos B ~ 
a = 27. Seja A o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (0, p) sa 
fazendo as condições: а = A = Be 0 = p = p (4). 


3 lo 


cos 6? dà = fu 20080 + cost 0140 = 2m + | “eos? # do = 


=т+[”" [piese 
b 1273 


a do conjunto é 27. 


2..Caleule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas (coordena 
cos бер = 1 + cos i 
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Solução 
Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. 


Зов = | + cos A 


ou seja, 


cos B = 


El ей=-— Е resolvem o problema. Ѕеја A, o conjunto de todos (0, р) com 


1200 


ES e0= p= 1 + cos Өе seja Ay o conjunto de todos (0. p) com F =0= Teo 
p= 3 cos 0. Temos, então: 
área pedida = 2 (área Aj + área Az) m 


шал c [à U+ cos 0P do = T+ 


área Ape E 
ы П 1 т 
área = lim [3mm n 
at 
Conclusão: área pedida = =. Veja figuras a seguir. E 


psen Ө = tg Û sen 8. 


EXEMPLO 3. Calcule a área da regiáo limitada pela curva dada em coordenadas polares 


por p = 1g 0.0 = 0< E, pela reta x = | (coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar. 


Sulução 


Indiquemos por А (0) a área da região hachurada. A área que queremos é 


Temos w= 


ela 


op = cos Ө 


А(0) = área A OPM — área Ay 
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2. Passe и curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 


a DN 
DEDE DIE 


ogg trs 


+02 paso 


3. Calcule a área da região la сш coordena lares) иш 
Кл ын ыш Шу 1, Determine о centro de massa do sistema constituído pelas massas т, ту 


-ew8 в pontos (x. ¥) € (а, уз), supondo m = тү = ту 


cos 2 4 D 


ap 
op 


4. Calcule a área da interses 


os tp =D) 
cos 39 


lo das regiões limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polar 


-cosbep=I +cosf  b)p-senüc = cos 0 ym хт tar 
2(1 — cos 0) dp = cos Өе p = sen Ө(р = 01 CC mim 2 
= seng fip-lep-20 — en ym Ey 33 
5. Calcula rea do conjunto de todos os pontos ( p) tais que P = р = Ø (coordenadas pola Lane 2 


А 


\чайгате, limitada acima pela curva y — y 
2 хеп 20 (coordenadas polares). com p. 


6. Calcule a área du região situada no 1.5. 


ordenadas cartesianas) e abaixo por р” (х, у) € о ponto médio do segmento de extremidades (ху. у) € (ху 32) 


is mp, ту. ms localizadas em (ху, Y1). (Хз, 
o sistema M e ms. com M, localizada no centro de 
de massa de Mj. т é o mesmo que о de тү, ту, ms. 


7, а} Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 


y ‹ 
+5 tomando como paid My = mj + my e considere 


nj, т. Verifique que o centro 


û origem e como eixo polar o semi-eixo Ох 


b) Escreva, em coordenadas polares. a equação da elipse | ; 1 tomando сото 


o foco F = (e, 0), с > 0, е como eixo polar а semi-reta FA onde А 


centro de massa de my е ту; 
(à. O) u > 0. (Faga e = o 1 


ep-a-ec) Amt q 


m +m 


a m +m 


sjam F e F dois pontos distintos do plano e seja a metade da distância de F а Р O lugar geo- 
métrico dos pontos P do plano tais que PF, + PF; = k? denomina- 


hemniscata de focos F ¢ Ру 


ч) Tomando-se F} 
da lemniscata, 


& Фе F3 = (k, 0), determine a equação, em coordenadas cartesianas, Mi + хуту _ am + хт; + xam _ 


M + ту m + ma + т 


b) Passe para coordenadas polares a equação oblida no item а) tomando para pólo а origem 


Ох como eixo polar. Desenhe a curva. = 191 200 E эт) 


m +m 
у, "Mite, im + Урта trams „ 


Ы 


3.6. CENTRO DE MASSA. M, + m3 т + mz + ту 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” my, т, .... m, localizadas nos pontos (xp. Ja 
DS + Us 1, О centro de massa do sistema é, por definição, o ponto (x y.) onde epic 
де uma região A do plano que será 
lade superficial pé 
ie A possa ser de- 
éo produto de 
tro de 


ога, como determinar o centro de ma: 

o uma lâmina delgada, homogénea, de modo que a densid: 

massa por unidade de área). Suponhamos, inicialmente, qu 

Bî retângulos К. fos... Seja m a massa do retângulo Ку: т, é о produ 

, Neste caso, definimos o centro de massa de А como sendo о cent 
my com m; localizada no centro de R; 


хут + хут; ++ An Py 


тү + ma ++ m, 


my, т. 
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Suponhamos. agora, A da forma 
A= (nel ахо) уа (01 


onde fe g são supostas contínuas em la, b], e f(x) = g (х) em Ja, b] 
n 


| uma partição qualquer de a, Р] e seja c, o ponto médio de [x, - 
п 


axi-i 9 А b 


A massa m; de R; é: in, 


retângulos Ry, Rj... Ry 


Y ple) fela X 


¢ (e+ fiel ребе) 


eja Р:а = x <x 
ixl 


Пе (c) = (cj) Ax; O centro de massa da figura formada р 


= fic Av; 


X ple (e) — fie) Ax; X ple (c) - flep] As; 
D i 


Nada mais natural, es 


ES [iso renes 
Xe = lim di dão 


do que tomar como centro de massa de A o ponto (x,, y.) onde 


área de À 


HT 


fn As, 


(с) t Sc) eta) f Geol Av 


РЕ 


У [e (e) f (el Axi 


área de A 


Ou seja, 


Mais Algumas Aplicações da Integral. Coordenadas Polares 51 


" 
xls) f Col de 


área de A 


ip 
1 f eos лоне оо Хоа 


área de A 


almente, que A possa ser decomposta em n regiões 4. A». .... Aj, onde 


A, = KG у) EIR [ах b f; = у = 8,00) 


as em (а; bj] e f; (8) = g; (4) em [a; bj]. Como você caleularia o centro de 


Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta у = 1 e pela 


área de A 
NU 2 2 
п х2)01 2 
і 0x37 х2) de 


área de A 5 


sa de A ёо ponto (o. 2) 


Calcule o centro de massa do conjunto A = [( y) E IR? | 1&3? + y 


ır A como uma lámina delgada, homogênea, com densidade superficial p = 1 
as massas de A, е A», respectivamente, teremos, por ser p = 1, 


m, = área A, e m, = área A, 


[le (x2, уз) os centros de massas de A, e A2, respectivamente. O centro de massa 
о, о centro de massa do sistema mj. ту com as massas localizadas, respecti- 
1:31) € (ху. у). Sendo, então, (лү Ye) o centro de massa de A teremos 
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Como 


om = p (1 + [/ c). As. 0 
1P n) é o ponto 


xi " 
ару + Ce Ах; X fendi «ut (сй? Ax 


X p1 +f GOD Ах 


resulta 


f NII а 
ср ушы. 
[бр a 


Temos: 


d f 
role? а 
x b 

[suo a 


[E+ LICOR dx é o comprimento do gráfico de f. 


Segue que. 
nte. O centro de massa do gráfico de f não tem nenhuma obrigação de 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma função, d 
será imaginado como fio fino, homogénco, de modo que а densidade linear p é const JER à 
(densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja fuma fu E: usce e 
derivada continua em la, bl Seja Pra = xy < ү < xa < ++- cay = Puma partição de l PEI d ead ela Oey > 0] 
ble seja e, (i n) o ponto médio de [x, — x] b» e IR? à + 4у2 <1,у 0] 
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ФА = (о, у) € IR |2 = ys] 


Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


ai = + 
во) = 42, — 
ол = © 


3. (Teorema de Papus), Considere o conjunto. 
A= elf |а) у) 


onde fe g são supostas continuas em la, В] е O = fx) = g (x) em [а, b]. Mostre que o vola 
do sólido, obtido pela rotação em torno do cixo x do conjunto À, é igual ao produto da re 
A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A. 


4, Sejam fc g contínuas em [a, b], com a = f(x) = g (x) em [а, b] onde a é um real dado, Se 
conjunto 


А= [в nel ак) у < g (0| 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta y = а do conjunto À E Я 
igual ao produto da área de А pelo comprimento da circunferência descrita pelo centro den IMPRÓPRIAS 
wa А :ressados, nesta seção, em dar um significado para os símbolos 


5. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x? + (y — 2)? = 1 em tomo 


[renes [лов e INS 


sja fintegrável em [a, 1). para todo г > a. Definimos 


a) do eixo x 
b) da reta y = 1. 


6. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da região x? + 4y? = 1, em torno da reta y =| 1 
tim | far 


mm 


m 
fonde 


7. SejaA = [x у) EIR | у= 1]. 
limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral imprópria de f 


a) Calcule o centro de massa de A. Э 
tervalo [а, +. 


b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação de А em torno da reta y = 2, 


8. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do circulo a? + y? = 1 em torno da retax, 
y 


f JG) dx for +% ou =% continuaremos a nos referir ај ШҮ 
9, (Teorema de Papus para área de superfície de revolução). Suponha f (x) = O е com deriva 
contínua em a, b]. Mostre que a área da superfície, obtida pela rotação em torno do eixo Ord 
gráfico de f é igual ao produto do comprimento do gráfico de f pelo comprimento da circunf 


- ө 
|Р fas = ou | уо) 
rência descrita pelo centro de massa do gráfico de f. lu la 


casos ou se o limite não existir, diremos que a integral imprópria é 
limite for finito, diremos que a integral imprópria é convergente. — 
(х) > O em fa, +=[ e que fseja integrável em [а, £) para toda ( > a. Seja A o 
(x, y) tais que 0 = y = f (x) e x = a. Definimos a área de А por 


+ 
аеаА =) Ло) ас 
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EXEMPLO 1. Calcule f s a 4, 
и i x M > 

Solução [| } 

П = 

1 E dieu e 

а= area = | "Da =+" 

ix ¡NE 
Como 

¡AS s > Oe calcule [7 e=" cos dt. 
1x7 FX EG la 
resulta 
[ета tim [es емга 
lo acta do 
" " 
le^ seni, = fm se sen rite tenues e sentar 
sen u +s [Des sen r dt 
" 
* sen dt = [e^ ( cos Dl = Í = se^! ( cos 1) dr 
h 

Como Í dx= 1. a integral imprópria é convergente. 


T ] e 7 cos t di. 

Я ПЕ : " 

EXEMPLO 2. A integral imprópria f dx é convergente ou divergente? Justifi 
x 


Solução 
1 di = et sen и — se^?" cos иззу | e cosi di. 
lo 


ITEM 
ix 


Assim. à " 
b s e= cost drm e% sen u = se™ cosu+ s 


fam 
[Td tim mx 


Logo, a integral imprópria é divergente. ES cos 1 di Dj "enu — sp. T cosi]. 


1+5 
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Sendo sen u е cos и limitadas e lim e *“ = 0 (lembre-se de que estamos supondo. 


resulta achte D pm 
7 Жө з 
— TNT à a [y 
lim e “senu=0 e lim se “cosu=0 T Ny 
acra бет ^ ut 
e, portanto, sde dh Prr 
ie 
| e" cosidr- lim gle senu — se^" cosu s] = ds, onde a é um real dado. 
o ше ds +s? 
Assim, 
by 
G tosia == 
0 1 а 
CTS is " ILLI 
Definição 2, Seja fintegrável em [4, a] para todo г < a. Definimos (a) dx onde о) = [Û se ol 
te d 
“ a › 7 de 
f fonde tim [уш s fus 
5 STA i seii 
Definição 3. Seja fintegrável em [= 4.1), para todo r > 0. Definimos Duronte/ = 1 кь 
+ om о du Ж d 
f roas ooa ET po que 7 fen de= 1.sendo 
desde que ambas as integrais do 2.º membro sejam convergentes as 
Tore 0 selclz 3 


Observação. Con: relação à definição 3, se as duas integrais que ocorrem no 2.º memb 
forem iguais a + = (ou — 2), ou se uma delas for convergente e a outra + * (ou — 2), porem 


E [ema 


m as in 
| foede em (res NEL que f^ РО = 1 onde 


Exercicios 4.1 


mu? sellel 


тт, selet>1 


1. Caleute: 
nz ке real > бе um natural n 4 0. 
^ f » ede 
ч ü 
о 7 dra 
o f esee aha 
8 J deal $ te Yalt {s > 0) " 
ji d A mera F 


E^ ейт 


mft DI Lu zh 


> O, reais dados, Verifique que 
Е А e 
a [eem ж] 


sen ar di = E (a 0) 
m 


Ed 
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contínua e que H é derivável em todo x em que ffor contínua; além do 
todo x em que / for contínua. Como. T f(D dt é constante, resulta 
e F' (3) = f) em todo x em que f for contínua 


ie 
| 


s ТЕ 
Го gráfico de F (x) = |? f(D dr onde ло =. SET 


а) f(D = sent + 3 cos 2r b) fü) o 3 + 2е + н” 


10. Suponha que, para todo 1 > Û, [seja integrável em [— 1, r]: suponha, ainda. que f Ct) > 0р 
todo л. Prove que MU 


Ae 
Г rod tim 


atm 


MZ 


4.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL IMPRÓPRIA 


Suponhamos f definida em IR e tal que, para todo x. | (1) dr seja convergente. Pode 
mos, então, considerar a função F definida em IR dada por 


Fl) = jd n 


Fixado о real a, para todo real и, ua REI 


oars f «+ ой sex=1 


firmae [roa [iroa 


fazendo u — — ce resulta 


x " ў sexs-1 
Гоа [roa [rod x +1 se xi 
= a 2 sral 
e, portanto, 
Fors f maso 
onde 


Ho) = far 
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O se lxi 1 


Observe: F é contínua e Fº (x) nh se lxi<1 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da função F (x) = Ё 709) dt onde f (r) 


sex>l 
Solução 3 


1 ses <1 
O selri>1 


fo- 


тозе pss 
Assim, 


4. foell se т>1 


П 
0 se r<0 


8 
"d 
[sao tm 
un pac 12 E — [TED 
EY о. ft) = se0<rsl 
Em particular. f 
= 


Meri 
1 


sexi 


IMPRÓPRIAS: CONTINUAÇÃO 
Fio 


fO) dt = fl, ei E 


" parágrafo é estender o conceito de integral para função definida e não- 
iens [-2] sex>1 o de extremos a e b, com a e b reais 
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Definição 1. Seja /não-limitada em Ja, b) e integrável em [r./] para todo tem Ja, b1, 


nimos 


A " 
[х= tim [Frac 


b 


" 2 
desde que o limite exista e seja finito. O número Í. f(x dx denomina 


integral imprá 


" 
de fem |a. b]. Se o limite for + ou —=, continuaremos a nos referir a [/ осы o 


b b 
integral imprópria e escreveremos Је dx = +% ou | f(x) dx = о, conforme од 


Se ocorrer um destes casos ou se o límite não existir, diremos que a integral impróp 

divergente, Se o limite for finito, diremos que a integral imprópria é convergente. b 
Já observamos que uma condição necessária para uma função f admitir integ 

Riemann num intervalo la, b] é que f seja limitada em [a, В]. Deste modo, se / nào fori 

tada em la, b], /пао poderá admitir, neste intervalo, integral de Riemann: entretanto, po 

rá admitir integral imprópria. 


EXEMPLO. Calcule ПЕЕ а 
Yi 


Solução 


by 
(x) = xé não limitada em JO, 1] e integrável (segundo Riemann) em [r, 1] para 0 < r 1 
Ух 


acordo com a definição anterior, 


o-limitada e contínua nos intervalos [a, el € le, b]. Defin: 


11 
— dx 
lox 


1 
Inox dx 
lo 


" 
tada em [a, БГ e integrável em fa, 1] para a < 1 < h. Defina I 


ill 


" 
wa em Ja, bI e não-limitada em Jo, c] e em (e, Ml. Defina Í JG de. 


ÉNCIA E DIVERGÊNCIA DE 


ou seja, 


nte. 
Imente, que se f for integrável em la, 


ya função 


F() =f nas =a 


Еш) = f fod- Prod 


CRITÉRIO DE COMPARAÇÃO 


INTEGRAIS 


5 estaremos interessados não em saber qual o valor de uma integral 
Saber se tal integral imprópria é convergente ou divergente, Para tal 
т, nesta seção, o critério de comparação que nos permite concluir a 
tência de uma integral imprópria comparando-a com outra que se sabe 


1], para todo 17 a, e se f (x) = 


Jiroa=o 
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Assim, quaisquer que sejam xj, xz em la, tel, T 
fique que f Ts sen? x dx é convergente. 


3p x S F (ху) = F (xa). 


', para todo x = 0. 


Logo. F é crescente em [a, +=]. Segue que | * f dr om seré finito ou 4] 
finito se existir M > 0 tal que [ J (Ù) di = M para todo x > a (veja Exerc, 9). 
[ хас = tim [e + 1]= Logo, 

D А pim 
Critério de comparação. Sejam fe g duas funções integráveis em [a, r], para todo | 
tais que, para todo x = a, 0 = f (x) = g (x). Então 


ente, Segue do critério de comparação que [ e” sen? x dré con- 


+ e 

а) IR g(x) dx convergente > f f (x) dx convergente. > senê x dy = 1. 
hu us 

b) Í Fa) de divergente =» [7 g de divergente. 


Demonstração 


" di T " A me 
4) lim [ (1) ds é inito. pois, por hipótese, | g(x) dx é convergente, De 0 < ft 


pv 


= glx). para todo x = a, resulta 


" ۹ 
maes fede = 
[ fo f m jf gi d. Verifique que a integral imprópria || 


3 dé divergente 


А t 

Sendo F (1) =[ f(x) de crescente e limitada, resulta que lim f Fx) de será finito 
Д а 

portanto, | ff) d será convergente. 


b) Fica a seu cargo, m 


+. 


drê divergen- 


x43 


Ue daremos a seguir será bastante útil no estudo de convergência de inte- 
cujo integrando não seja sempre positivo. Tal exemplo conta-nos que se 


oe 
convergente, então ` F(x) dx também será (não vale a recíproca). 


JL Tennis convergem = (77 pt de comergeme 


Д frenasaseacne = [Tet dx divergeme 


68 Um Curso de Cálculo — Vol. IL Extensões do Conceito de Integral 69 


EXEMPLO 3. Suponha f integrável em la, 1), para todo г > a. Prove 


ima dan 
1 Lf Gl dx convergente > f f Q0 dx convergente. 


Solução 
Para todo x = a, 


OSION + Гк) = 21/60). 


tm + 


Sendo f. 1f (x)! dx convergente, resulta, do critério de comparação, que f 
lo A 
GO] dx é, também, convergente. Temos 


= + соз x 
Í 1 ові f SE de 
| 


x aT 


dx é convergente. 


[roe = [| MLN лоо = urea as 


xl = 1 e, portanto, 
e 


Como f sen? x = Isen al, 


€ a 

MAON +F di ef, LF (I dx são convergentes, resulta que [fi 
Д [ " 
também é convergente. 


+. 
EXEMPLO 4. A integral imprópria || e "sen x drê convergente ou divergente? sen x] 

lo = 
fique, x 
Solução 


Os le "sen xl = e7 


RNC 
х sen 2x 


Como f é * dx éconvergente, então Í le "sen xl dx também será convergen 2 
lo lo 


= nu, sen? 
ar 4 


Exemplo 3, Í e * sen? x dr é convergente. 
o 


+. ent ee iue 
que f El dx é convergente (por quê?) [ode = +% e 


a 1 2x 


EXEMPLO 5. 


convergente ou divergente? Justifique. 


eund 
a [7x 
[E 


Ma b) [T 


Solução 
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+ [sen х 


Pelo critério de comparação (veja af 
Mum 

а), conclui-se que a recíproca da afirmação do Exemplo 3 não é verdadeira, à DERA 
O teorema seguinte, cuja demonstração é deixada para exercício, estabelece a со em (0, 1], para todo 1 > 0, e suponha que existem constantes M > De y 
gência ou divergência de certas integrais impróprias e que serão úteis no estudo de 
Bência e convergência de integrais impróprias, 


ê KE 
|dx é divergente. Tendo em vis 4 ij Г С xe 
| xima 


If(DI = ме”, 


Teorema ^" f () di é convergente para s > y. 


НЕЗ та aa o f se diz de ordem exponencial y se existem constantes M > 0 e y > 0 
a) Í a Ф é convergente para œ > | e divergente para a = 1 
h x 


d 
b) Í € dx é convergente para todo a > 0. 


Exercícios 4.4 


buen ya UN e foy di — fO. 
Д n 
1. É convergente ou divergente? Justifique 


a == 


seja de ordem exponencial y e que, para todo t real, 
POHIO 


fe» 
s+3 


[Pero 


ando o Exercício 8 da Seção 4.1 e supondo / (0) = 1. determine f que verifique O 
ida, que esta f satisfaz ®, 


tem um a real e uma função g lais que, para todo x = a, fx 


que lim g(x) = L > 0 (£ real). Prove: = cosref(0) = 2. 


Pepe - 

:f sejam de ordens exponencial y, e уз, respectivamente. Suponha, ainda, que 
De ftua: Verifique que 

5 asi >Í f(r) dx divergente 


ша 
| «тшш 


©ото no exercício anterior, determine f tal que 


a) ac dos | rio ds convergente 


cada i Jy eroa snm ro 
3. Utilizando o Exerc. 2, estude a convergência ou divergência de cada uma das integrais a seg , 
crescente em [a, + *[.Proveque lim F(x) será finito ou +2, Será finito e igual 


a) se existir M > O tal que, para todo x = a, F (x) = М. 


a) 
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| Diferenciais Lineares de 1*e 2.“ 


M 1, e” f(1) admite primitiva em /. De @) segue que xe" é da forma 
хе =k + [etta 


5 | 


ke "e a Jero а 


outro lado, é fácil verificar que as funções da forma @ são soluções de 


ао importante resultado: 


EQUACOES DIFERENCIAIS 
LINEARES DE 1.º E 2." ORDEN. 
COM COEFICIENTES CONSTANT. 


As soluções de 
dx 

E +ах= fü) 
а 
são as funções da forma 


IE je fo dr. 


сот К constante. | 


m caso particular daquele que obtivemos па Seç. 13.6 do Vol. 1. Obser- 


5.1. EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR, DE 1.º ORDEM, 
de j et f(r) di a constante de integração pode ser omitida (por qué”) 


COM COEFICIENTE CONSTANTE 


Sejam dados um número a e uma função f definida e continua num intervalo /. Û 
equação diferencial linear, de 1.º ordem, com coeficiente constante, é uma equação d i 
ma 


а equação 
dx 
+ «=+. 
e E raro 0. dr 
di 


Multiplicando ambos os membros de (D pelo fator integrante e” (veja Cap. 13, Seg. = x (1) que satisfaz a condição inicial x (0) = 1. Esboce o gráfico. 
do Vol. 1) obtemos 


eat P = e") =1ef()=1+1) 
A + Dd 


ou 


o EH Ie! | = e" ft) ра = te! (verifique) resulta 


pois, L [sett] Ф ш + arest 
IA E = 


74 От Curso de Cálculo — Vol, I 


b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para г 


1= ke ® +066 
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алеї de resfriamento de Newton, a taxa de resfriamento de uma substância, numa 
é proporcional à diferença entre a temperatura T da substância e a do ar. Sendo 
Fado ar 20° e restriando a substância de 110° para 80° em 20 minutos, determine a 


T (1) no instante t, (suponha £ dado em minutos). 


A solução que satisfaz a condição 


ial dada é 


básicas dos circuitos elétricos é 


é (ampère) é a corrente e E (volt) a força 


ndo L e R constantes não-m Eq para todo re i = O para r = 0. 


L-2,R- 10, E () = 110 sen 120710 i 


Exercicios 5.1 


1. Ache a solução geral. 


. Numa cora cultura de bactéras, а taxa de aumento é proporcional ao número presente. Vd 
cando-se que o número dobra em 2 horas, quantas pode-se esperar ao final de 6 horas? 


DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGÉNEAS, 
ЕМ, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


dix pd 
چ‎ + + e» ft) 

de di 

ros reais dados ef: 1 — IR, intervalo, é uma função contínua dada. 
equação acima se diz homogénea. 

seguir é determinar a solução geral da equação homogênea 


E ger D. 
dt 


а? 


cisar da equação algébrica 
A + bA C 


"característica de Ф). 
se Ay for raiz real de 3), então x = e será 


olução de (2). De fato. 


¿MY + сем = AEM! + b eM + ceM = еМ (Ар + bA, с) = 0. 


nstraremos a seguir mostra-nos que, conhecendo as raízes da equa- 
hecemos, também, a solução geral da equação homogénea ©. 


jos que as raízes Ay e A» da equação característica (9) sejam 


solução geral da equação homogênea @ será 


AeM + Be*! (A, B EIR). 
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Demonstração 


Como Ay e Аз são raízes de А? + bA + c = 0, temos 


M +A 
АА = 


Assim, 


Segue que x = х (1) será solução de @ зе e somente se = — Ayx for solução dae 
7 


ção linear de 13 ordem 


Deste modo, x = x (2) será solução de @ se e somente se for da forma 


he? жем fact chr 


com kı e k constantes, 
Se dy É Ay 


ou 


onde A = & eH = A, 
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к= kredt + ем [вй 


х= AeM + Bie 


CETTE 
7 


d: 
Cie 
de 


ica é A? + ЗА + 2 = 0, cujas raízes são — 1 ¢ —2. А solução geral da 


x = Ae! + Be 

a solução do problema 

бх 34 ,92=0 
dr di 

x (0)=0 e x (0) 


і é a solução da equação 


Lx 384270 
а а 


х (0) = 0 e x' (0) = 1. Pelo exemplo anterior, a solução 


Ает + Be, ч 


x 


ciais Lineares de 1.*e 2.º Ordens, com Coeficientes Constantes 79 
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no caso em 


s como fica a solução geral da equação homogênea O), 
cão característica forem complexas. Antes, porém, precisamos cons- 
Heros complexos; é o que faremos na próxima seção. 


ou 


e, portanto, A = 1e R = —1. A solução do problema é 


cujo gráfico é 


o do problema. 


EXEMPLO 3, Resolva a equação 
), x(0) = 1 e x (0) 


Solução 


4-8 + 16 =0 A =4. 


Como А = 4 é a única raiz da equação característica, a solução geral será 


Ae” + Bre? 


x 


imento proporcional à velocidade e dada por —24 i Determine a posi- 


EXEMPLO 4. Resolva a equação 
stante ге discuta o movimento, supondo 


Solução 
proporcional à velocidade e dada por —3 f , Determine a posição. 


la no instante {e discuta o movitaento, supondo x (0) = e — Te $ (0) = 


CoMPLEXOS 


plexo entendemos uma expressão do tipo 
z=a+bi 


A solução geral da equação é 


aciais Lineares de 1." e 2.º Ordens, com Coeficientes Constantes Ө 
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eixo dos complexos puros 


onde а е b são números reais e i um símbolo cujo significado aparecerá logo a s 
conjunto dos números complexos é indicado por C : C = (a + ib la, b € IR; 

Sejam os números complexos z = à + bi e гү = ay + bii. Dizemos que 
e somente se a = aj e = by isto é, 


a + bi = a + bi ta = a, eb = by. 


j Definimos a soma de z e гү por 


il (a + bi) + (a, + hji) = (ata) (b + by) i ponto (a, b) como o afixo do complexo z = a + ib. 


а — ib denomina-se conjugado de z. O módu- 
Definimos o produto de z por тү por 


| (а + bi) (ay + by) = (аа — bb) + (ab + ab) i 


Segue da definição de produto de números complexos que 


i=(0+1)(0+1)=—1 


| Deste modo, i é um número complexo cujo quadrado é — 1. Veja, agora, como vocêp 
obter o produto de a + bi por a, + hyi 


(a + bi) (a + bi) = 00, + abi + baji + bb, 


= (аа — bb) + (ару + ajb) i. 


que z é um mimero complexa puro. Por razões óbvias identificaremos o complexo real à 
com o número real a : a + 0 = a, Deste modo, podemos olhar IR como subconjunto de 

Deixamos como exercício verificar que a terra (С, +, °) é um corpo, isto é, qualquet 
sejam os complexos z4 tem-se: 


plexo z = a + ib e tomemos 8 de modo que a = Izl cos 0e b = lal sen б. 
8 + i sen 0), que é a expressão de с na forma polar. 


MI) 
М2) zı 
M3) 
M4) 


em E tal z + w = 0. Tal w é o oposto 
de z e indica-se por с, 


existe um único w em С 
tal quez + w = 1. Tal wé, 
o inverso de z e indica-se 


na-se um argumento de z. Observe que sendo Ө um argumento de =, 
Ча forma 0 + 2km, k € Z. 


* 3i 


ine o inverso, o conjugado e o módulo do complexo 


Os números complexos são representados geometricamente pelos pontos de um plan 
número complexo z = a + ib € representado pelo ponto (a, Б). 
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Assim, 


O conjugado d 


O módulo de z é: 


ou seja, 


EXEMPLO 2, Seja z um complexo qualquer. Prove 


e» z é real. 


Solução 


Sej + ib. Temos 


23 a ~lb =a + ib = 2bi =0b=0. 


= a que é real. Reciprocamente, 


3 real ج‎ 2 = a + 0-j 


EXEMPLO 3. Suponha a > 0, a real. Prove 


z—-da. 
Solução 
2 + a= (z+ Na) (2 — ia) 
Assim, 
1 +a=0 z+ Na =0 ouz 
ou seja, 


Ou ainda 
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ão reais dados. 
z? + bz + с = 0, onde a * 0, b e c são reais 
re a equação az 
0, Prove 


> b 
Mal tba+e= 0622 + + 


| 


| 
fi 
jl 
| 
[ 
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ањ ТОР? + ат [x COT 
СТИ bi 2 
liz que, se o movimento de uma partícula na reta for regido pela equação 


(С e» MOM 
[energia cinética Bor com a energia potencial Tere mantém- 
equações, FAY 
P E = С i 2 
acd) — x (f) solução de O, para todo 1, tem-se 


oàde2220 d 


м + a x (0 =0 


op] = 2020 ооу vn 


DE 


= xofre ex] 


8 (o conjugado de um produto € igual ao produto dos conjugados) 2 


аз 


+W (о conjugado de uma soma é igual à soma dos conjugados) q Pin 
que x = x (t), t € IR, seja uma solução qualquer de (1). Façamos ay = 


nção f dada por (0) = aq cos шг + A sen or é solução de De, 


5.4, SOLUÇÃO GERAL DA EQUACAO HOMOGÉNEA NO С, 
EM QUE AS RAÍZES DA EQUAÇÃO CARACTERÍSTICA D = age 
SAO NÚMEROS COMPLEXOS y qu a, existirá uma constante К tal que, para todo 1, 


Р аў? + o? F) хи? = 


Vamos estudar inicialmente a equação 


(0) = x (0) resulta k = 0. Assim, para todo 1, 


[0] 


а) OP H fm — x (01 


onde w # 0 é um real dado. A equação característica de (Т) € y. + 
о» números complexos wi e — wi; deste modo, o que aprendemos na Seg, 5.2 não 
ca (no Apéndice 1 veremos como dar um tratamento único à equação homog 


dix, dx P 
qp * P аг ©* = 0, guer as raízes da equação característica sejam reais ou com 
di 


Observamos que uma função x = х0), г € IR, será solução de (T) se e somente sé Pê 
todo t, 


x (1) = A cos ait + B sen wt 


(0, t € IR, será solução de O se e. 


. Fica provado assim que x 


o vu) == xt. 


Como as funções sen e e cos ar satisfazem ©), segue que x = sen re x = cos orsi 
gões de @). Deixamos a cargo do leitor verificar que, quaisquer que sejam os reais A € "T 
3 + س‎ x =0 
@ X = A cos wt + В sen cr ir 
será, também, solução de (D. Nosso objetivo a seguir é provar que x = xt), 1 € IR 


solução de (1) se ¢ somente se for da forma (3). 
Para atingir nosso objetivo, vamos provar primeiro que se x = x (£), 1 € IR, for 
de (D então existirá uma constante k tal que, para todo 7. 


(A, BE IR) 
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EXEMPLO 1. Resolva a equação 


7 +4х=0 
D 
Solugáo 


As raízes da equação característica 


são 2i e —2i. A solução geral é 


A cos 21 + B sen 21. 


E E 
de 


As notagdes ie X (devidas a Newton) são frequentemente usadas, em física, рай 
а 
а 


car, respectivamente, as derivadas de 1." e 2º ordens de x em relação ao tempo 
dix 


Nos próximos exemplos utilizaremos tais notações. 
EXEMPLO 2. O movimento de uma partícula sobre o eixo Ox é regido pela. 


mk + kr 


onde m > 0 е k > 0 são constantes reais dadas. Descreva o movimento. 
Solução 


A equação é equivalente а 


onde а? = É. A solução geral é 
m 


г 


A cos wt + B sen ол. 
Tomando-se ¢ tal que 


+B? cos pe B= (A? + B seno 
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uma partícula que se desloca sobre o eixo Ох descreve um mo- 
.s (MHS) se a equação horária for do tipo x = а cos (w + ду. Os 
inam-se, respectivamente, amplitude, pulsação e fase inicial do 
é a solução geral de 


$ + bi +сх=0 


Ча equação característica são números complexos. Se as raízes da 
sem reais e distintas, A = 


DNA a solução geral seria, como 
2 


89 
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Teorema. Seja а equação (b e c resis dados) 


E SED 


e Vb + ex =0 


ão de (D. Deixamos a seu cargo verificar se g for solução de (7) então 


s da equação característica A? + bA + c = O sejam e 
Sendo g solução de (7) 


b 
e 


2 


e suponha que as тай, 


f = a + Bi onde a Е AA + Então a solução geral de (8) será 


g () = A cos Br + B sen fr 


“А cos fir + B sen Bi (A, BE IR). 
ue, então, que 


Demonstração 


Sejam fe g definidas em IR e tais que, para todo r, J= e 2 [A cos Br + B sen Br 


f ай). 


Vamos mostrar que f será solução de @ se, e somente se, for solução de f() = e™ [A cos Br + B sen Br]. ш 


© 


De fato, se f for solução de (8) teremos, para todo 1. 


Jays arae =0 s (0) = 0e 510) 


NT 


ou 


Como 


e 


jr "n Е 
b 1 
"mer e 2 зве ? g 


= — Be! sen t Be cost. 


substituindo em @) e simplificando resulta 
as condições iniciais dadas é 
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rege o movimento. Esta equação é equivalente a 


j + 2y + x =0 


oscilatório amortecido ou suberítico (2 < «?). 


s da equação característica serão complexas, А = — У 


solução geral de @ será 


i x=e Y [A cos @! + B sen ar] 
A seguir, vamos destacar, num quadro, os resultados obtidos nesta seção e na 


Ke™ cos (ш! — 9) 


Seja a equacáo 


d LU e) (b e c reais dados) e pétal que A = K cos pe B = Кзепе. 
cimento crítico (y? = «?) 
característica admitirá uma única raiz real A == y. A solução geral será 


e sejam Ay, Ay as raízes da equação característica. 


(D Se Àj + Ау, A € Ау reais, a solução geral será 
х= Ae + Bie Y 


{A + BI. 


nto forte ou supercrítico (У > o°) 


x= Ach! + Bed, 


(I) Se Ay = Az, а solução geral será 


e [A + Br) 


(MI) Seas raízes da equacà e | 
ves da equação caracter zes da equação característica serão reais e distintas, А = =Y * 


altos ica forem complexas, À = a + 
ега] sei 


x = ef A cos Br + B sen Bi). 
7 [Ae + Be, 


stra o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = хо 


Solução amortecimento forte 


Pela lei de Newton amortecimento crítico 


ou seja, 


mk + ce + kx =0 
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Note que. nos casos 2 e 3, o amortecimento é suficientemente grande de modo ал 


tir oscilação da partícula em torno da posição de equilíbrio (x — 0).  IFERENCIAIS LINEARES, NÃO-HOMOGÊNEAS, 


„ COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Exercícios 5.4 — 


1. Resolva a equação ção linear, de 27 ordem, com coeficientes constantes 


dx 
"T dx pd 
dro T کو‎ + e f(t) 
i h а? di 5 
RD ida e contínua num intervalo 7. Se / nào for identicamente nula em /, 
PEEDED homogénea. Diremos, ainda, que 

ў-4ў+4у=0 E 

dr 


y (0.1 E 1, for uma solução particular de O, então 


ту + — 6F 9 
0) $3393 
0, onde а < 0 é uma con 


DELE "LE 


х) +8х + 20x =0 quier 


da homogênea associada a (T). De fato, sendo x, 


. Determine а solução do problema. ù 3 
äp) + bip + expl = FD. 


€ 1, seja outra solução qualquer de (D) resulta que x (0) — xy (0 É 
) pois, para todo 1 € I 


a i+4x= 


) x(0) = 0 ¢ &(0) =1 
Бу + 2è + 2x =0, 20) = Le x(0) =0. 
e) Ät èt 2 =0, (0) = 1e F(0) = 
dy ã + x =0. x (0) = —1e F(0) > 2 


tope bs) cnp (D) etat) xp (= 
J+ bir) + с} - I0 + bo) + ex 


fa- fi 


desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força el 
—1, determine a velocidade no instante £ 


3. Uma partícula de massa m 
Supondo x (0) = Ve + (0 


(0, t€ 1, for tal que x (r) — x, (1) é solução da homogênea, então 
de O) (verifique). Segue que a solução geral de O é 


1 desloca-se sobre o cixo Ox sob a ação de uma força clá 


а. Uma partícula de massa 
por -25 7. Determine: 


App 


e de uma força de amortecimento proporcional à velocidade dada, 
horária do movimento supondo x (0) = 0e x (0) = L da homogênea (F) e x, uma solução particular de O. 
‘p uma s . 


5. fé uma função definida em IR tal que sua derivada segunda é igual à diferença entres! 
da primeira e ela própria. Determine f sabendo, ainda, que / (0) = 0 е /' (0) = 1 


6. Um móvel desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração proporcional à diferença entre a u 
еа posição. Determine a posição x = x (t) do móvel, supondo 3(0) (0) =1е 2 


7. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação de uma fof P + bk + ex = f(D 


—x T е de uma força de amortecimento proporcional à velocidade e dada por ~ 


Determine c para que o movimento seja 
a) fortemente amontecido, da E] 
by criticamente amortecido. 


+) oscilatório amortecido. ão particular da equação dada e xy, a solução geral da homogênea 
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ss Diferenciais Lineares de I. 


Determinar a solução geral da homogênea associada já sabemos. O problema, 
determinar uma solução particular. Os exemplos que apresentaremos a seguir 
determinar, em alguns casos, uma solução particular através de uma “escolha 
No final desta seção você encontrará uma tabela que o ajudará nesta “escolha. 


juação, “chute” uma solução particular. 
al. 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral de х0 i é uma solução particular (verifique): 


2 homogénea associada é 
CA 
de 


Solução 


A homogênea associada é 


ea solução geral x, = Ае ™ + Be”! (verifique). Vamos, agora, procurar uma sol 
ticular da equação dada. Tentaremos uma solução do tipo 


x 


p= mı + nt 


onde т е n são coeficientes a determinar. Você acha natural tal escolha? Por quê? 
precisamos fazer, agora, é substituir esta função na equação e determinar m e л рай 
tenha uma identidade, 


(т + nt + 3(m шу + 2 (mt + nn = г | 
al do que tentar uma solução particular do tipo 
ou 

E me” 
Зп + 2m + 2nt. 


nte a determinar. Você acha que é realmente natural esta escolha? Por 


Devemos ter então 
ar m de modo que, para todo 1, 


3 + 2m = 
{ Re (me + 4 que + 4 (me™) 


2071 


3. peste modo, 


i 1 
usta no emo 


(Om + 12m + Am) e” 


d 

apti 
4 2 

Д PUN a 5 2 25me! = е. 

é шпа solução particular da equação. A solução geral será 


= = ==. Assim, 
25т = 1 опт = zz. Assim, 


pod 
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b) A solução geral da homogênea associada é è+ bi + ex = fü) 
a а 


у= Ae?! + Bre t 


Segue que a solução geral da equação dada é 


io característica, Xp 
ar 
Se а é raiz simples, x, = nte 
i. Se a é raiz dupla, x, = mf e". 


e + Bie? + 


inómio de mesmo 


Sec + 0, x, = Py (0 onde Рё um po 


grau que P. 


EXEMPLO 4. Ache a solução geral de eb + Ox, = (P. 


Ex 4 + 4 


= m cos at + n sen at 
‚ Seb + 0, xp = m cos at a | 
Se b = Oe уе cos af nào for solução da homogênea, «y 


m cos ar. ч N 
Se b = 0 e se cos аг for solução da homogène: 


mt cos at + nt sen at. (Ressonáncia.) 


Solução 


Vamos tentar uma solução particular do tipo 


iy = m cos 2t + n sen 2r. 


Devemos determinar m е n de modo que, para todo £, 


lm cos 2r + n sen 241" + 4 [m cos 21 + n sen 2t] + 4 [m cos 21 + n sen 21] = sen 


ou 


— 8m sen 2t + Вп cos 2t = sen 2r mogénea associada é 


a 


xy = Ае + Ве 
Devemos ter, então, — $m = 


e Sn = 0, ou seja, m 


n ema, pois, qual- 
jão da homogênea, a escolha x, = me” ndo resolve o problema, pois, qi 


(теу 3 me "y +2 (me 


é uma solução particular. Como mples da equação característica da homogênea, a equação admitirá uma 


xy = Ае? + Be? р tipo 


mte”* (veja quadro anterior). 


é a solução geral da homogênea associada, segue que 


ar т de modo que, para todo t, 


ENS 


х= AETH Be Ecos 2 (шеу +3 (mte "y + 2 (mue 


| é a solução geral da equação dada. 
O quadro que apresentamos a seguir mostra como escolher a solução particular n 
sos: f (0) = P (1), P polinômio, f (t) = ag e“ ou f (1) = ag cos ar. 
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logo, т = 1. Segue que. 


=" 


é uma solução particular. A solução geral da equação dada é 


х= Ае Be D + te” 


EXEMPLO 6. Determine a solução geral de 

ï + 4x = cost 
Solugáo 
Vamos tentar uma solução particular do tipo 


=meost, 


Esta escolha é motivada pelo fato de que derivando-se duas vezes o cosseno volt 


cosseno. 


(m cos r* + Am cost 
ou 


3 m cos t = cost 


xr 
logo, m= з. Assim x, = 


dada é 


EXEMPLO 7. Resolva a equação 

E + 4x = send 
Solução 
A solução geral da homogênea E + 4x = Dé 


xy = A cos 21 + B sen2t. 


Como sen 2t é uma solução da homogênea associada, não adianta tentar solução р 
pois, substituindo tal função na equação dada, o 1.º membro 52 89 
© 2° não. Tenta-se, então, neste caso, solução particular do tipo 


do tipo x, = m sen 2 


o Xp = mi sen 2t + nt cos 2r. 


cos гё uma solução particular. A solução geral da 


1 
A cos 2 + B sen 21 + у cost 
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nt cos 21) = m sen 2t + 2m1 cos 2t + n cos 2t — nt sen 24 
cos 20" = 4m cos 2/ — 4n sen 2t — Amt sen 2t — ant cos 2r 
@) na equação dada e simplificando, vem: 


Am cos 21 — 4п sen 21 = sen 2r 


- + Assi É i 1 cos 2t é uma solução particular. A solu- 


A cos 2t + B sen 2r — E 1 cos 21. (Suponha que o movimento de 


desloca sobre o eixo Ox é regido pela equação deste exemplo; descre- 


nação de uma solução particular, em geral, estão envolvidos mu 
te motivo é sempre bom verificar se a solução particular encontrada é 


К 1 ^ В 
particular. Porexemplo, x, = — 2. cos 216 realmente uma solução par- 


sen 21, pois, 


Је) (Lomas mn rem 
4 4 2 


1 
244 sen 21 +r cos 2r) = 1 cos 2r en 21 


icipio de superposição), Considere a equação 


+ bi + AO fi 


funções dadas. definidas e contínuas num mesmo intervalo /. Mostre 
1 € I, for uma solução particular de 


î + bî + ex fü) 
& 1, uma solução particular de 
X bx exc ft) 


+ ху (0 será uma solução particular de ®. 


D) ex, = x, (0) soluções particulares de G) e ©, respectivamente, teremos. 
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ADA bia (t) exa (D — fo (n) 
© daí, somando membro a membro, resulta 
Ir оО + Бр O + x3 OI + e [xy (O + ху] 
Logo, x, = x (f) + ху (1) é uma solução particular da Equação ®. 
EXEMPLO 9. Resolva a equação 
X 4x = e! + sen 21. 


Solução 


1 
j = y e é uma solução particular de 


FEET 


(Verifique.) 


Pelo Exemplo 7, x = — i соз 21 é uma solução particular de 


+ dx = sen 21. 


Pelo princípio de superposição 


é uma solução particular da equação dada. Então, a solução geral da equação dada! 
i 


1 
A cos 2r + B sen 27 + — 
б sa 


-L scos 2 
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j & +9 = sen r+ 205г 


m) E + 9x = sen 3r 


A0 + fa ak 


o particular de 
J + уў + wis = b sen wf 


constantes não-nulas dadas. 


m 


tes não-nulas dadas. 
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Exercícios 5,5 


1. Determine a solução geral. 


= 3r = cos 3r 


уй + ай + 4x = 2+1 


dx + ад +3, = ge” 
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. Tudo isto sugere-nos 


y + 1) (verifique 


Ta y) e (s. dois elementos quaisquer do IR e A um real qualquer. | 


% a soma de (x, y) com (s, t: (х, у) + s t) = (x + s у D. | " 
D (MN de (х, y) pelo escalar Az À (x, у) = (Ах, Ау) 


E 2 é са de (x, у) e (s, D : (х, y) = (s 1) = (х. у) + 
п D) (CD 6 D £a diferença de & > 
Os Esraços IR 1 


вех зс 


даах são de imediata verificação: quaisquer que sejam (x, y), (s, 0) 


D е quaisquer que sejam as escalares а e B tem-se 


+ Ls, D + (u, 


6.1. INTRODUÇÃO 


Nosso objetivo, neste capítulo, é introduzir no IR? os conceitos de norma e de conju 
aberto, que generalizam os conceitos de módulo e de intervalo aberto, e que serão fünd brin s 4 
mentais em tudo o que veremos a seguir. O símbolo IR” está sendo usado aqui para (xy) аб уу + Во У 
o conjunto de todos os pares ordenados de números reais: IR^ = (x y) la, y гей} À »-6» 

Para as interpretações geométricas e físicas será muito útil ре Uma estrutura de espaço vetorial sobre um conjunto não-vazio V fica deter- 

se definem em V duas operações, uma de adição e outra de maiae 
но de V por um escalar, satisfazendo аз oito propricdades acima listadas. AS 
a origem do sistema e Р o ponto de coordenadas (x, y), Esta identificação nos sugeriráco s te definidas determinam, então, sobre o IR” uma estrutura de espaco 
somar pares ordenados e como multiplicar um par ordenado por um escalar a partir @ seus elementos podem, então, ser chamados de vetores 
operações sobre vetores, que suporemos conhecidas. 

O leitor não terá dificuldade alguma em generalizar os conceitos deste capítulo рага 0 ЇН tODUTO ESCALAR. PERPENDICULARISMO 
onde IR” indica o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (x, x». ..., Xp) de 


1. O número 


reais, 


6.2. O ESPACO VETORIAL IR? ayas + biba 
> TUN produto escalar dos vetores (ay. bi) ¢ (az, bx) e indica-se por (ay. b1) (аз. 
Identificando (x, у) com o vetor OP e indicando por í e j os vetores assóciad F 

respectivamente, a (1, 0) e (0, 1) resulta da teoria dos vetores que OP = xi +07 ES 


1.0 produto escalar dos vetores (2, 3) e (1, 5) é 
(2,3) -(1.5)=2:1+3:5 =17. 


etores é um número. 


E 
É imediato que se A é um escalar, isto é, um número real, então, A OP = OP. onde Pi 


(comutativa) 


=1 


орого de coordenadas (Ax, Ay). Por outro lado, se OQ é о vetor associado a (s, 1) e sel 
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Gi) lu + ур w= u w= V -w (distributiva) 


Gii) Au) 


a? +b? +a} +h} —2 af +b үа} + В} cos Be, portanto, 


[UTEM 
24 bÊ fal + bj} cos 0 
| уй + 
stamos interessados, a seguir, em definir perpendicularismo ou оло 
vetores do IR?. Consideremos os vetores 17 = (ay b)e v e 
dois vetores aplicados no ponto P = (x. y) do plano. 


ааз + bib 


cos گے = ن‎ — 
Vaz + bÊ az +b} 


(ay bie Y = (ag, by) serão perpendiculares е е somente se o produto 
(az, ba) for nulo. Nada mais natural, então, do que a seguinte definição 


Da) são perpendiculares ou ortogonais se 


que os vetores (ay, by) € (ta, 
(ay, by) (a. ba) 


0. 


em notação de produto es escalar a equação da reta r que passa pelo pon- 
= (a, b) + (0, 0), Vamos olhar 


e 


Qi у) + (ау Ву) = ( + ag, y + bo). 
2:7 + by Po 


Assim, 


се à reta r se e somente se o vetor P — Py for perpendicular a п = 
da reta que passa pelo ponto P = (xp, Yo) e é perpendicular à dire- 


(Hay + be = (x + asy by). 


T-P- Р) 0 


(а, b) * lx, y) = (xo. yo) = 0 


) = (x — чуу — у). segue que a equação acima é equivalente a 


AB = (aa = n)? + (h =b 


ax + by =e 
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Solução mine a equação, na forma vetorial, da reta que passa pelo ponto (3. 
licolar à reta 2x — 3y = 7. 


A equação da reta é 


T-P- Pol =0 


j = (2, =3) é perpendicular à reta 2x — 
onde n = (1.3 P = (5 yje Ро = P 

La AE é a reta que passa pelo ponto (3, — 1) e que seja paralela ao vetor (2, 
o da reta pedida é 


° xy) 2G. 7D +20, 3ER. 


(1,3) + [(x, y) 70,21 70 


ou 


(a 1) +3 (9-2 de produto escalar e de ortogonalismo são análogos aos do IR 


ou ainda 


EIE 


o vetorial da reta que passa pelo ponto (xp, yo. zo) € que é paralela à 


бу, у). Ма figura seguinte, representamos a reta r que passa pelo ponto Ру = (xp (e às 0.0.0) 


tem a direção do vetor v = (m, n). = (xp Yo 20) + t (a. b cht E IR 


o) € que é perpendicular à direção 


(a, b, e) - fex, у 


= Gg Yo 501 0 


ПФР) =0. 


Por semelhança de triângulos, para todo P = (x. y) na reta r, existe f tal que no de equação 


ay by + 


ão do vetor п = (a, b, c) 


x- xo = mm 
= o = т. 


Pois bem, 
ção da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que seja paralela à direção do vetor 
x = xy + tm 
1€ IR 


y= yon juação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, — 1) e que é perpendicular à reta 


são as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto Ру etor cuja direção seja paralela à reta 3x + 2y = 2 
reção do vetor Y = (m, n). Em notação vetorial, esta reta pode ser expres ão vetorial da reta que passa pelo ponto (5 1 ) € que seja paralela à reta. 
2 


(x) = Gg + 1m. п), tE IR. 


10. 


и 


. Determine um vetor cuja direção seja paralela à reta dada. 


. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja paral 


l. Determine a equa 
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o do plano que passa pelo ponto dado e que seja paralelo aos vetores и e v 


а)х-2у=3 x+y =1 


Өх Sy dix 2y -1,1,2е v =- 
Determine um vetor сша direção seja perpendicular à reta dada. -19e v = (LD 
аху Bx-y-3 E sa = 


үў.сош uA v # 0. Verifique que 


Gipuz use v = (vi 


x +3 =2 dy 2 3y = 1. 


@» m (озод) # зи Ftv Gre IR) 


3 


HAY 


a)Q.-Sex-y-1 51,202 + y 


io vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpen 


dada. 


а (1. De 2x + y bj =2) ex + 3y =1 
Determine a equação do plano que passa pelo ponto dado е que seja perpendi 


do vetor т dado. 


na 


lo vetor (х, у). 


a01, ye n=(2.1.3) by репе (721,3) 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perp 


plano dado. 


2)(0,1, Dex + 2y BQas-Demeey 


Sejam и = (aj hy, CJ) v = (ау, Ву, ¢) dois vetores do IR. Definimos o prodi P 


dide qe sedia dA E A noma de бо compa 
mens oven DP. 


Vou li АКСАК. E + x 
un = ja b а | = (bea eb) Pot Gon mage) j + а al E 
laa Bas ES PEN: 


Desigualdade de Schwarz) Quaisquer que sejam os vetores и, v de 


b) u Av éortogonala uc àv. а DA, 
tito Mo eM eu 
e) WA + ил у +u A wonde w = as by c3) lu visu liv 


или жали 


d)(u* уулу 
1) e que seja per 


Determine а equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, 2, 
122.0. 


аз direções dos vetores u = (1, 1. De v 


Determine um vetor não-nulo que seja ortogonal aos vetores u e v dados. + (u 1) 0. 
do produto escalar, 


а) u =(1,2,-1)е v 20.1.2) сз м 
ucu+Mucv +P vv =0 


3 1 
b) u =(3,2,—1)е у =(—1,2,1) 
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е сото u + u = I| ll resulta, para todo f, =F 


и e. кий = ТАТ ух? + 
їшї? + 2u > v + PO; 


logo, А | 
MA uM = IAIM u N- : 
A-Qu: у) апау Сз: ЭТ 
v) + = 20у У 
e, portanto, 


Schwarz 


luc vi Mello P ES 
uc v = шиі, 


Segue do teorema acima que quaisquer que sejam os vetores não-nulos 1 


tem-se 
ù 
ШИШИ > ә Б $ 
^ Р 7 "ES ESI! 
Portanto, existe um único número real 6, 0 = 0 = 7, tal que Ше AA 
Ке, Жз ER jesta seção. 
cosd- Ut оу. у = all vicos & IR" (л > 3) os conceitos е resultados дема seg 
ҮП do vetor dado. 
Este número real 0 denomina-se ângulo entre os vetores и e v. b v = 213) 
у=. 
"m Av 15 


Teorema 2. Quaisquer que sejam os vetores u e v de IR? e qualquer que! 
escalar À tem-se: 


ну) um vetor qualquer de IR. Mostre que Ir ll É = 1.2 
NDIA =; ҥй = 0 es y = (0,0). 


N2) là uli = TAL ull. 
N3) (Desigualdade triangular) 


) um vetor do IR (n = 2). Mostre que lu ll Luli = 1,2, -n 


vetores quaisquer do IR”, Verifique que. 


йш + vs ul ll. РТ 
СЕЕ 
Demonstração Man PM 
NI) Imediata, ЕХ А 


N2) Pondo u = (x. y) tem-se uy) € V = (rq Ya ss Yn) Vetores quaisquer do IR", Mostre que 
la — vim lui vil 


ETT RSE 


Qu + ay). 


ПА ил = AG) = (Ах, A) IE ү 
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Sejam и € y vetores quaisquer do IR”, Prove: não-nulos do IR. Mostre que lle A v li Itu IN v Isen & onde 08 


u Lovelet vU = lÊ + Iv 


que sejam и e v em IF? 


WEA vis eee 


9, Sejam и, v, w vetoresdo IR" isque w =au +8 


Ieortogonais. Prove que a = d еве y- вто. PONTO DE ACUMULACAO 


unitários (ll wll = Тео 


10. Sejam w e v vetores do IR% Dizemosque 4 e v 


quer que sejam os reais ave B. se a u + В 


eov = (vy, vy) são linearmente independentes se е somente se | 
" 


11. Sejam w, v. w vetores quaisquer do IR”, Prove que ве u e v forem linearmente 


irão (e serão únicos) reais ee Brasque W eaa + Bv. 


dentes, então ex 


Sejam и e v dois vetores unitários e ortogonais do IR? 


12 
independentes. Mx. y) = (х,у) <F 

13. Sejam u e v dois vetores unitários e ortogonais do IR”, Prove que para todo w dé] (xx! + o TX» en 
sew = wo) +O YT 


14. Sejam u. v e w vetores do IR. Dizemos que и. v e w 


se, quaisquer que sejam os reais а, Be ¥. se a + Ba + уюш 
Prove que и = (uy, is iy). v لو‎ e w = n a de centro (хо, ур) e raio r é o conjunto de todos os pontos “inter 
mm tro (xo, y) € raio. i 
dentes se e somente se | vj v3 +0. unto não-vazio de IR”. Dizemos que (xy. ур) € A é um ponto interior 
wq W2 ola aberta de centro (хо, ур) contida em A. 
TUNE DR z ч e»20) 
15.Sejam u. ¥, e r vetoresquaisquerdo IR? com, и, v linearmente indepen Ыы 
FU > à 
> Oe y > 0, é ponto interior de A, 


que r écombinação linear de u. v е w, isto é que existem reais a, Be ytaisque 7 


Ву +yw. 


= 0 ou y = 0, não é ponto interior de A 


16. Sejam и, v e w trés vetores unitários quaisquer de IR”, sendo dois a dois ortogonais 
v) e raio r = mín (x y} 


om x > 0 e y > 0, então a bola aberta de centro (x, y 


logo, (x, y) é ponto interior de A. d 
m x = ( ou y = 0, então (x, y) não é ponto interior de A, pois A não 


Se E SEN ir 
r-2(r*u)ut(r*v)v t(r-w)w. la aberta de centro (x, у 
universidade de São Paulo 406227 


. Biblioteca da Escola Politécnica 


que para todo г do IRF tem-se: 
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о, não são pontos interiores; logo, A não é aberto, 


„comx = 0 ou y = 1 
) e raio г = mín (x, y} está contida em A; logo, 


aberta de centro (x, 


Definição. Seja A um subconjunto não-v. 
aberto se todo ponto de А for ponto interior. 


[ 


io de IR. Dizemos que A € um 


A um subconjunto do IR? e seja (a, b) € IR? (a. b) pode pertencer ou 
ic (a, b) é ponto de acumulação de À se toda bola aberta de centro 


Observação. Por definição, o conjunto vazio é um conjunto aberto. 
EXEMPLO 2. Toda bola aberta é um conjunto aberto. 
Solução 


Seja B uma bola aberta de centro (xy, yo) e raio r. Preci 


ec Пар ур — Gg sg) M. 


Vamos mostrar que a bola aberta 8 de centro (ху. у) € raio гү, com 0 < rj <, 


contida em В. 


@, у) € B eli y) 7 Gp yp lle n. 


ja. então. (x. y) €. B; temos 


VG у) = (ду ху) = Gs у) = (ху, Уу) + (ху, у) = Go ур) 


[IE 


Logo, (4, y) € B. Portanto, B está contido em В. 


S т f T amos mostrar que todo 
x) de B é ponto interior. Seja, então, a a distância de (xj. у) а Gig. э). isto é, 


Y) 7 Gg vp Ho Meg ур) = Gp Ng) < n + @< 


nos um ponto (x, у) E A, com (x, у) + (а, b). 


que (a, b) € ponto de acumulação de A significa dizer que existem 
o próximos de (a, b) quanto se quei 


Todo (x, y), com x > Û e y > 0, é ponto de acumulação do conjunto A = [6x 


existe 


ey > 0): 0 ponto E 1) não é ponto de acumulação de A. 
o contém ponto de А. 


0). (1, 3)) não admite ponto de acumulação. 
existe uma bola aberta de centro (a, b) e raio r 


(se (а,Ь) não pertence a A, basta tomar г como 


cias de (a, b) aos pontos (1, 2), (—1.0)e(1, 3); se (а. b) € A, basta 


s conjuntos a seguir são aberto em IR?, 


+< 
+y21) 
+s lex + 
r= el <y <3) 
2152 + ر + و‎ 0] 
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j. Defina bola aberta. conjunto aberto e ponto de acumulação no IR”. 


i. Suponha que. para cada natural, А, é um subconjunto aberto do IR. Seja В à reuni 
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b) tx y) € IR? Ix e y inteiros) 


o (Òa Jin + o muma } 


d) [o y) € IR x ym 1] 
AIDE Ix = 1,1<у<2} 
Moz) € IR? | се y racionais) 


Sejam А e B dois subconjuntos do IR? Prove que se A e B forem abertos, então, 
também serão. 


DE UMA VARIÁVEL REAL 
RES EM IR". CURVAS 


05 A, € Ca intersecção de todos os A, Pergunta-se: В é aberto? C € aberto? h 


Seja F um subconjunto do IR, Dizemos que F é um conjunto fechado se o conj 
(x y) não-pertencentes a F for aberto, Verifique quais dos conjuntos a seguir 


wlan E А2 ey 1}. 
В) (х,у) € IR Ix = Oey > 01. 
©) (0. у) € ЇН?Ї хе y inteiros} 
dla € IRP Icey ra 


VARIÁVEL REAL A VALORES EM IR? 


DIR? > 
Dl SIR 1 Ly =3) : » 2 Е 
DAI У an iável real a valores em IR? é uma função Р: A > IR”, onde A é 


Suponha que o conjunto В, В C IR^. não seja aberto. Pode-se concluir que Bé A. Uma tal função associa а cada red 
não? Justifique. nio de F e será indicada por Ор 
jão de intervalos. O conjunto 


ImF=(F() E IR IE DF) 


lı € A, um único vetor F (1) € 
Suporemos sempre que А ou é 


Dizemos que A C IR" ё um conjunto limitado se existir um m > O tal que II (x, 
todo (x, y) E A, Prove que se A for limitado e se A contiver um número infinito de 
A admitirá pelo menos um ponto de acumulação. A afirmação continua verdad 


hipóteses for omitida? descrito por 


dé F. A imagem de F é o lugar geométrico, em IR’. 
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b) A imagem de F é a reta de equações paramétricas 


ure 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem da função F dada por F (0) = (f. 


Solução 


A imagem de F é a curva de equações paramétricas { Я 


a em torno da origem e a distância à origem 


5 to F (1) gir: h 
FAN de a imagem de F coincide com o gráfico da 


idendo a +, Observe que 
¡(coordenadas polares). 


he à imagem da função F dada por F (r) = (2 cos 1, sen 1), t E [0,2]. 


A imagem de F coincide com o gráfico da parábola у 
EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos 1, sen 1), t € 10, 2]. Desenhe a imagem d 
Solução 


(2 cost, sen 0) 


A imagem de F é a circunferência de centro na origem e raio 1. 


(cos t, sen t) ) 
y F » 
2m o ponto (2 cos 1, sen 1) pertence à elipse “g= +Y 


na elipse, existe 1 € [0, 27] tal que 


1 


= 1. Por 


2 cost 


ien; (porquê?) 


EXEMPLO 4. Seja F (1) = (e ‘cos f, е “sen r), г = 0. Desenhe a imagem 


Solução 
2. F= 


F (t) = e^' (cos t, sen 1) aed) 


WF) = e cos 1? + (e sen 1)? 


a к= 
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s Fio -(.n Bh imagem de F (0) = (cos f, sen t, bt), £ = O, onde b > O é um real 
7. F (t) = (cos 2 sen f) (sen r, sen 1) 

9. Fo 10. F и) = (42 cos t, 2 sen 0) 

M.F) = (e cost e sen 130 12, FD = (sen 1, i) ice circular reta, Quando r varia em [0, +. a projeção de F (1). 


é a circunferência x = cos f, у = sen 1, ao passo que a projeção 


movimento uniforme, com equação z 


7.2. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM 


Uma função de uma variável real a valores em IR? € uma função E: A — IR, 


subconjunto de IR. Uma tal função associa, a cada 7 E A, um único vetor F (1) E IR 
ou trajetória de F é o lugar geométrico. em IR, descrito por F (1), quando f varia. 


EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de F (1) = (1, t, t), = 0. 
Solução 


A imagem de F é a semi-reta de equações paramétricas 


іо considerar funções de uma variável real a valores em IR”, 
iplos exibem funções de uma variável real a valores em IR’ e em 


(= (6.7, 1,1). t € IR. é uma função de uma variável real à valores em 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem de F (r) = (cos t, sen, 1). 


Solução 
bri = (1.1.0.020 
A imagem de F é uma circunferência situada no plano z = 1, com centro no 


raio 1 d) FQ) = (0,00, (€ IR 
io 


DELI = (h cost, sent) r9 0 


h) Ей) = (cos t, sen e r = O 


prO =. rm 0 


m Fin = (sen t, sen 1, 42 cost), 0 = re 27 


0) FU) = (1 sema, 1 + sen n cos t). 
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a) Determine o domínio de F. 3 hy Or RS. EFL G, (0,0 produto escalar 
b) Calcute F (3 1 supondo aqui F = (F), £ (1/854 Од; 
: Я o PAG: A — IR? dada por 


3. Determine o domínio, 


i J 
һо RO RO 
Ga) Gm Gin 


1 
ағ. 
| Ver 


auN=FÓAGO= 


torial de Fe G. onde 


ығо- (2 


ES 
= [F(0 буй) 7 Fat) Gt] T + 
7.3. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL R 


í E А > 
VALORES EM IR” Fa (0 Gi €) — Fi (0 Gs (01 J + / (0 Ga (0 — Fa (0 61001 к. 
jeja F : A — IR" uma função de uma variável real a valores Eo da Seg. 6.3). 
únicas, n funções a valores reais Ру: A — IR, i (cos Зл. 


(as funções F, G e f. definidas em IR, e dadas por F (1) = 
3, É, arctg  e/(0 = е“. Temos 


Fe G é a função H dada por 


16А, 
Е@) = (Ру 0). Fa td. Е, 09). 


Tais funções são denominadas funções componentes de Е. Escreveremos F 
Fy) para indicar a função cujas componentes são F}, Fy, .... Fy 


(B = Р) -GO = 3c0s31+ P sen 2t + P arctg t 


3 
x ga funda É dada por 

EXEMPLO 1. Seja F (7) = (cos 1 sent, 1), 1 € IR. As componentes de F são função escalar fé a função com valores em IR dada p 

Fs. Fs definidas em IR e dadas, respectivamente, por x = cos 1, 


E E 203 
2! (cos 31, sen 2t, P) = (e " cos 3t e " sen 2r e Ur). 


EXEMPLO 2. Seja F (1) = (1, t sen 31, arctg 1), 1 = 0. As componentes de Ё de F e G é a função a valores em IR? dada por 


ções Py, Fa, F3, F4 dadas por F, (1) = t, F5 (1) = Yt , F; (t) = sen 3ге Fg (i) 


> > 
12-0 і k 
Sejam F, С: A — IR" duas funções de uma variável real a valores em IR =. dê = 
uma função a valores reais e k uma constante, Definimos: 3 
DO agt 


a) a função F + G : A — IR dada por E » 
=É) T +GP- cossrarcig j + (P cosr - 3 sen 29 К 


(F*Go- 


"(nt ба) 
dinda aao A E шта variável real a valores em IR” será freqüentemente indicada com à 
b) a função ЕЕ: A — IR" dada por E 
ЖОШ 
«yo = KF () funções T e Û dadas por ЁО) = ( P, De G(0 = (8,1,0. 
o produto de F pela constante k. 
c) a função f+ F : A — IR dada por A 
b) rÈ (1) 
FPW - foro 2 А 
4) 2F (0 + 36 0) 
é o produto de F pela função escalar f 
d) a função F + G : A > IR dada por 


(GO = ЕОС += 5+0. 
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= 2 
bjt F (= t PD = (C, P. 20. 


2377 

cde Book = Я а 

afo^Qgo-|: ? 2] 02-207 «(6-0 ] «€ 
E T 


ou seja, 


E БЕниБЕЫЕЕ 
> E 


> > 3 > а ues 
F WA G= -20 i (6-0) j 202 К 


3 > 2 2 
d)2F (n* 3G (0=20,,2)+3 (3,11) = Qr 9,28 + 3,4 + 31). que F (t) permanece na bola aberta В, (L) quando г percorre o 


т #юеге Dp 
Tonio de uma variável com valores em IR" e seja L € IR". Mostre que 


Exercícios 7.3 


Sejam F (1) = (r, sen, 2)е G (0) = 3,1, Ô). Calcule 


a) Fan: G be f ЗЕ) = Lee lim 1F() -LN = 0. 
15% 


a F m-2 60 n FONG 


5 


2, Calcule 7 () A x t), onde r (N= EUER tal que V1 € ре 


0 «It — tol c8 10) - Lli<e 


Ve>0,38>0 tal que Vre Dr 
0 <= < вэ ША) LI 01е 


3, Сеше и v (onde (= sent овј FIK e v (ег? +a 
4. Sejam Р, С, Н tris funções definidas em A C IR ¢ a valores em IR. Verifique qu 
a FAG=-GAF bbFGGEH)-F-GAE 


e | lim lF() = 210 0. 
15% 


9 FA(G Е FAG + FAH se F (0) tende a L, para t — tq, então a distância de F (t) а 

para t — tọ, e reciprocamente. 

» próximo teorema, lembramos que se, X = (x1 ху... Xn) € IR", 

Î XI = IL ou seja, o comprimento de X émaior ou igual ao módulo 
ponentes (veja Exerc. 4 — 6.4). 

F,,) uma função de uma variável com valores em IR” е 

temos 


(y @ = Ly Fa (t) = Ly Fp (0) 7 Lp). 


7.4. LIMITE E CONTINUIDADE 


Antes de definirmos limites faremos a seguinte observação: sempre que esti 
dando com função de uma variável real ficará subentendido que o domínio ou ё 
valo ou uma reunião de intervalos. 


Definição 1. Seja F uma função de uma variável real a valores em IR" e sej 
ponto do domínio de ou extremidade de um dos intervalos que compõem 
nio de F. Dizemos que F (1) tende a L, L € IR”, quando t tende a tg, € eset 

lim F (8) = L, se para todo e > 0 dado, existir 8 > 0 tal que, para todo 1 ЄЙ 


¢ diz que lim F (1) existirá se e somente se existirem e forem 
(эь Ed 


Er 


n, acontecer 


lo 
nentes F; de F. Além disso, se, para i 


0clr-mlc8-llF(n-LIc e E bs a 
as Las e La) 


Observação 


NF- LNS ec» Fo B, (1) 
onde B, (L) é a bola aberta de centro L e raio e: BL) = (Y € IR" II y — LIS 


(Fi, Fo, .... F„) uma função de uma variável com valores em 
s Ly) € IR”, Então 


A figura seguinte nos dá uma visão geométrica do significado de Е() = 1.4 lim F;(D = Lyi 1.2.0.7. 


135 bo 124 
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próximo exemplo nos diz que o 


Demonstração 
dos limites, desde que tais limites existam. 


Vamos provar primeiro a implicação 


lim F()=L=> lim F;() = 


[zr] tah jável com valores em IR”. Suponha que 


E > > > 
lim F()- a e lim G()- 5 
tal tah 


7 = (ts cade Р = (Pj, bass b) Mostre que 


De lim F() = Lsegueque lim 1F()— LI 0. Por outro lado, para todo i = 1,2, ....n, 
эһ эһ 
VEO = Lil SIF (O Ll 
2.2 =% a 
lim Р (0: С 0а b. 
n 


Pelo teorema do confronto, 


lim (F,(D = L) = Oou lim Fl) = Ly 


15% 15% 


Reciprocamente, de lim F; (1) = L; para i = 1,2, .... n, segue que 
128 


T (n бю = F, 0) бү) + Fa (0 Go (0 + + Р, 0,0. 
3 
E12. 


lim F (0= 4 — lim А0 


yim RG) = +0 (0 LY uot US (0-L =0 
n I Y > әк 
lim G()=b> lim G,(n-b.i- 1.2, ...‚„п. 
эһ (эһ 


e, portanto, lim ПАО) — 21 = 0; logo, 


ert 
lim F()=L a AS 
125 lim F (0: С (0 = lim Fj() Gu O +-+ lim F,G Gp (0 
m PR E 
> s 4 > 3 * ra 
EXEMPLO 1. Seja F (0 = ES Та +3) 7. Сасше lim, F 0 = aby + aba + hab = ас b. 


Solugáo ção 2. Sejam ^: A — IR" e 19 € A. Definimos: 


tim Ё = | tm 22] 7 +| tim 02+3) Tata Fécontínua em e. lim F (A = ЕЧ). 
E эө d 150 ot 


os que Fé contínua em B CA se F for contínua em todo г € В; dizemos, simples- 
ue F é contínua se for continua em cada f de seu domínio. 
rema anterior. resulta que F será contínua em ty se e somente se cada componente 


r. 


EXEMPLO 2. Seja F (1) = (cos t, sen 1, 0), Calcule lim 
150 


Solução 
> 3 
Ки+ау- P -( cos (f+ h) = cost sen (r + h) = sen t 1) 
h h j h А 
De = S 
| F (0) onde F (o = ( 
METETE gen e tim IIR cost 
20 h 420 h NE = 
im F Q) onde É (0= 
segue 0 
Tr h- F ys z 
n [UE REN ee E 7 (Monde F (0 = 
„0 h 2 N 
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2.Sejam F = (Fj. Fx, s Fy). © = (Gy, G. -- Gy) duas funções de uma variável real а valor, 


em IR" e f uma função de uma variável real a valores reais, Suponha que lim F (r) = Ре 


1-0 1-0 1-0 


(DF (t) A A-At Bt Fa (0) Б, (0) — En (0) ye 


lim G (0= be lim /()- Londe а = (apap t) Р 
бэ 128 


i bs, bq) € Local. Prove: 


TS PIE Fin F Go) si é existirem e 
a) lim [É (+ GOI a * b. ão anterior, lim LEZ existirá se e somente se existirem 
шү A ieorema da seção am КОШОТ? 

b) dim fi) F o7 La. finitososlimites lim Fi (0 Fi Uo) ¡-1,2,...,n.Logo, F será derivável em tose 

d РМа 3 ak dd 

9 d AG N= u n= is 

d M ME e cada componente o for. Teremos então: 
3. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 

= RR da А = E, (0) = En Uo) 
a Fsi tr j 3k im OE = | tim AMA, im БФ) o 


Pes 110 LET ah P 78 
ке ЕД ++. 


E T 
b) F= J d 


4. Sejam E, G :A— IR" ef: A — IR continuas em ty € A. Prove que F + G.fF. FG 


„ Р ^ Û também é contínua em îy. F ap) = (Fi 00). E Up) Fa CoD т 


são contínuas em tg. Sen = 


5. Sejam F :A— IR! e G :A IR? Suponha lim F (0= 0 equell G (0115 M paratodo 
rE A. onde M > 0 € um real fixo. Prove. — ^7 

Е" 

dF 


a) lim FO G (0 =0 b) lim РОЛС 0 n tE o 
7 


6. Seja F : la, b] — IR" continua. Prove que existe M > O tal que Il F (f) II = M em la, bl. 


7.5. DERIVADA 


(sen 3", Се? Y, (0) = (3 cos 34, 21 


Definição 1. Sejam F : A — IR" e 1, € A, Definimos a derivada de Fem t, por 
ET 

Е. 
dr 


E a) na EO= Ft) из = (3 cos 31, е", 1). 
dr Dor 


desde que o limite exista, 


Se F admite derivada em го, então diremos que F é derivável ou diferenciável em lo. Di- E 
zemos que Fé derivável em B C Dpse o forem cada t € B. Dizemos, simplesmente, que F EMPLO 2. Seja ғ (1) 
é derivável ou diferenciável se o for em cada ponto de seu domi inio. 


"ard Saga " 
T amr j +e K. Calcule. 


Teorema 1. Sejam F = (Еу, F», .... Е,) е ty pertencente ao domínio de F. Então, F 
será derivável em tg se e somente se cada componente de F о for; além disso, se F for 
derivável em t 


Ра) = (F (to), Fi Uo) В, бо) 
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47 > ЕА" z) 
35x74 = ee : De 
ir DO ma 4 juação da reta tangente em E é 
d " 
LESE LT ДУ 

b =2?- Г 

M a ПУТЫ ЖАШДЫ 


dE 
Seja, agora, F: A— IR? seja y € A. Geometricamente, vemos Ty o) como um "vetor 


tangente” à trajetória de F, no ponto F (1g). 


você o desenho da trajetória de F e da reta tangente. 
LO 4. Seja F (1) = (1, 1, f). Determine a equação da reta tangente no ponto F (1). 


ção 


ЯЕ — 0, a0 ossim, E (1) = (1, 1,2). A equação da reta tangente em 
7 


у= (1,1 = 
jé de 


x= mia E (xe IR. 
di 


EO FG) | 
mm 


é paralelo ao vetor F (0 = F (19) ja, 


0.1, D AI 12, A € IR 


у. 


Quando t — tg, FU) — PU). tende ao “vetor tangente” = (4) à trajetória de F em F (19). 
= 


Teorema 2. Sejam E. G : A — IR". f: A IR deriváveis em A. Entio, f É e 


ja 


А Ea " dE C EA 
Definição 2. Seja F : A — IR” derivável em tg, com a “0 + 0. Dizemos que SD o de duele TA V 


+ (fg) é um veror tangente à trajetória de F, em F (tg). A reta RE a? 
= ғар +А z (4). А € IR al 2 а Е 

" Ре A "i E de Y $ ағ > 3 de 
denomina-se reta tangente à trajetória de E no ponto F (1). yA E G+. 4 
7 1 7 


A reta tangente à trajetória de F no ponto F (15) é. então, por definição. a reta passando m disso, sen = 3, então F A С será, também, derivável em A e 


46 


pelo ponto F (ty) e paralela ao vetor tangente = (0) 
d 


аә ә 
Da FNG) d aga ASÉ 


EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos f, sen 1), 1 € IR. Determine a equação da reta tangente à 


trajetória de F no ponto F E) 


Solugáo 


(Fı. Fz, Fs); como f é uma função a valores reais 


ава E E 
A E XO F (0 = FOF FD Р ГО Fa (0) 


z vas 133 
do de um vel Real a Valores em IR". Сит 
үс Função de ита Varid 


2.2 
para todo € A Tasa CFR) = FA GM _ 
Para Gu + = FMA CO 


h 


Lio P 0] Suor trono, IG) h E d 
ы ү e Mus | H p- Poa Ca++ Ел би+т- шл ба) 
De +h) 1 
d ES 
m MOR ОТЕЛ OFRO уйу O p Cu+m- Go 
di - FO доню FIDA SE 
d 
a VOROS (0 Fa ву + га) у 
di а 
fa 
d " T а) 
3 LD F3 @)] = (ОРУ (РО) ЕО) + FA a 
resulta: А 
D 
a a Ad PASS, 
FILE отго (но. no. Ro) ro (no. 20 кете, Мен Fs 


E А | 
B — IR derivável e tal que II F (ll = k, V 1 € A, k constante. 


а dr dr E n 
«2-0 
Dio. 


p 25 
b) F =(F Fa Fe © = (G, Gy, бу). » 
Pod geometricamente no caso п . 
К+ б = БС + Руб + зз 


Жолы E d Mes бан n A 
ria Ж [FG + Pi ziel Tot ue Bo: m 
И a ә E 
[ri (ou FO: FM 
Como 
añ а ав dE 
DE" dr d dB dh А 
И To Por 
e . 
29 
т; Lio: Tan]-0 
gu EGG ps ED 
pu 3 A 
resulta. 
g CE NUT: 
© E PoE (0-20 
exe O FOFO CO 
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0 para todo rem 1. 


е como o produto escalar é comutativo 
k para todo гет /. 


по intervalo / e com valores em IR”. Suponha que P" (1) 
constante k = (kj. Ko. -+ kn) € IR" tal que F (1) = 


5 
2F (0 
Û, intervalo, derivável até а 2^ ordem em 1. Suponha que exista um Teal A tal 
Portanto. para todo r € A, - Yi > > ат 
E (0 = AF (0. Prove que É () A TO (0 Econstamteem 
> 1 
Fo E 
C IR — IP? seja derivável até a 2, ordem e que, para todo г = 0, 
ES 3 F 5 
Assim, sendo ll F (1) ll constante, os vetores F (t) e —— (1) serão ortogoi Wr T Nr. 
- 20 
Interpretação geométrica no caso n = 2. Seja F (1) = (Ру (0, Fs (D): s =p emp, +1. 
di 


constante e igual a K (k > 0), a trajetória descrita por (F; (0, F3 (9) está contidas 


"a A a TAM 
ferência de centro na origem e raio &; como Es (1) é tangente à trajetória, 


а I conca que E 


ser tangente à circunferéncia e deve, portanto, ser ortogonal ao vetor de posi m E 
da em IR, com valores em IR?. е derivável até a 2. ordem. Prove que se r (0% 


ай > 
ostante em IR, então r (r) A $m (0= 0 оті. 


З intervalo, derivável até а 2: ordem, Suponha que r (1) forneça а posi 


ponto P que se move no espaço. Definimos a velocidade у (1) e aacelera- 


E e > > 
ف‎ AN dr 
noinstame por: v (07 E e d (у= ©“ (n ET (n. Determine 
di de dr 
кейе? +1 ў+4к Ы е @=сотї +sent j ttk 


ER 


> > 
de diy vo, onde m e vo serão dois vetores fixos em IR 
1, Calcule T 
da > 12, m 
vor + > api). onde m. vo e ap são constantes 
a) F (= GP e" mc + 1). E 
nr VE Y Fea y Pa o Sd espa e meo que (e) U=k para todo r, onde Ё > O é uma constan- 
> ES 0-20- n 
e) F i= sensi 7 toos dr j ce P E 6) + a (0) = О para todo t. Interprete. 


(Û il * О para todo 1, Faça Т ( = PORLILE 


Iv (ll. Prove que 


Determine a equação da reta tangente à trajetória da função dada, no ponto dado. 


messenger (E) 

ъа su. neca) ortogonais. 

eorFo- jer E 
T. 


Pye FU) 


DEN 
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10.8 


11 


13 


2. Determine r = 


. Suponha pp (0) =0050 7 + senê j. wo (= 
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Seja 7 и) = acoswt F + ben wt J conde û, Безе sio constantes não-nulas. Mostre que 
а? 


FAFA P 
Sejam F e G definidas e deriváveis no intervalo Ге com valores em IR”. Suponha que para 
aG = 


wres LE (= E (0). Prove que existe um vetor с = (су, 2, «++ Cy) € IR" tal que 
7 


3 3 > 
G (0= Ё) + c para todor El. 


T (1) sabendo que 


ut ater 7+] 

de 

dê E 1 E 
Bi seu) veado 1 Ramo (O j+2 
а TFI 

ri E 
a Ker Ak 

а T+ 


(Regra da cadeia). Sejam а, Є I. u> É (u) € IR", и E J, funções deriváveis, onde 
He são intervalos em IR. Suponha que para todo 1 E}, u (0) E Prove que a função H dada 


por H (= F (v (n). Є Léderivivel e que 
ана? а 
di du di 


— BÓ 


U) up 


3 вто 7 оне j er (=p 


(00), com Ө = 00е 


= ри) deriváveis até a 2^ ordem num intervalo. 


E 


Verifique que 


dp 
Notagüo: p = —, 6 
(Noção: = d 


"m 
oy bug no uo (а 


ЕРРЕТИ 
PL p (0. 
e) v = pup + püug 


dy a cb o pi? lug +1200 + plug 
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15. Seja F : 1 — IR" derivável em ty € Te seja E (Ar) o erro que se comete na aproximação do 
acréscimo “F Ug At) — F (o)? por “E' (1g) Ar". Prove que E (Ar) tende a O mais rapida- 


Hn 
mente que Ar, quando Ar rende a zero. isto é, que lim n 2 = Û, Prove. ainda, que para 
r E 
> > Fly + 40 = ға м „әз 
iodo e € IBM, com É e F'(gh dim LEO 80 - Fun] а Arg 
mn м 


Observação. A função linear de IR em IR dada por Ar— Е (10) Ar denomina-se diferencial 
Ем) 


de Fem цу; F (tg + Ar) — F (tp) = F (у) At + E (At). onde lim == 0 
a=0 A 
. INTEGRAL 
ejam F : [a, b] — IR” uma função, Р: a = tọ < f| 1 < --- < t, = b e, para cada i, 


‚ т, seja e; um ponto de [t; з. 11. O vetor 
"> 
E F(a) Ац 
= 
& Ei " " 
mina-se soma de Riemann de F relativa à partição P c aos pontos 
т 
izemos que XZ F (n) Ar, tende no vetor T. € IR”, quando máx At, 0, e escreve- 


ШЕП 


ua 
im 5 Pepan- 2 


máx М 40 i31 


todo e> 


O dado, existir 8 > O que só depende de e, mas não da particular escolha 
cj, tal que 


toda partição Р de la, b] com máx Ar, < à. 

vetor L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de Riemann) 
+ > 

F (f) di, Assim, por definição, 


LE > 


E Fi)án— L|«e. 


Е em [a, b] e indica-se por 


à 5 
Fun dr lim 
Д máx М, 40 i 
ей F = (Fi, Fz, ..., К) definida em [a, D]. Deixamos a cargo do leitor verificar que 


será integrável em a, b] se c somente se cada componente de F o for: além disso. se 
for integrável em [а, b], então 


һә 
каа 


(Jroa Joa. 


f tu) de ) 
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PX 3 E 
Se F forintegrável em [а, b] e G uma primitiva de F ema, b] te 


p | HE Tew|- E, PA rm 


Pod = Q6)- Ga. 


De fato: 
е = Б,1=1,2,...,т ч ai sc 
hi * lim У UF MAr 


E 
E f In 


" 
F (0 di (f ШҮ [am a... рь sta] 3 
а (b) — 6 (а), бу (b) — Go (a). im (b); 


Gb - баа. ) 


03 э > 
EXEMPLO 1. Calcule [Е [ri +4 j +P kl. 


> 5 => 
M |Р nal =f ҮЗ 


Solução 


docs چ‎ + 
Ьир taj +r d= 


EXEMPLO 2. Suponha F contínua em [a, В]. Prove que 


dejeéKeGu- T + + k- Calcule 


Foa |- i, [? F ole 


NE 
Solução b) li Fn: бй, 
„э 


ES > 
IR" contínua e seja G (1) = E F (s) ds, 1 € la, b], Prove que. para todo 


> E > 
Sendo F contínua em la, b]. Il F ll também será; logo, Í Il F (уйй existe. 5 


26 = Fin 


ica 
а 


ES Е. 
X ғам | кош 


assim, de " inclina 
dependendo do tempo 1, que atua sobre uma partícula entre os instantes 
lim F (e) Ar = fê Раа integrável em {f}, 3]. o vetor 
máx de = 0 E 
аз Pep Fea 


Iso де F no intervalo de tempo [1j, (a). Calcule o impulso de F no intervalo 


lim | g Provas |=|f Foal 


mêx A, 01,1 
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a) F @= + j +? цеде 


nição, trabalharemos com uma curva em IA”. Seja, então, 


E "NEC UNS 
ЮЕ 1 +P j + ka = Oe 
1+1 


os por L Су. P) o comprimento da poligonal de vértices Pp = y (fo), Ру = y (t). 


5. Suponha que É (1) é а força resultante que atua, no instante 1, sobre uma partícula de massa m = уба) 


que se move no espaço. Mostre que o impulso de F no intervalo de tempo lt, f] é igual à 
variação da quantidade de movimento, isto é, 


Liy P= X Wy- yt; Il 


а > > > 
Fü)di-mva-mvi 


'omando-se, por exemplo, P 
rimento da poligonal de vért 


a = <t < <i < f4 < ts = b, LO, P) será o 
ces Po = yag. P| = уб). + Ps = уй). 


onde v e vj sio, respectivamente, as velocidades nos instantes / € 17. (Sugestão: pela lei de 


Newton É () = ma (0) 


7.7. COMPRIMENTO DE CURVA > 
ЖЫ. Жу cho il 


Seja I um intervalo em IR. Uma curva y em IR”, definida em /, é uma função y: /— IR". 
Uma curva em IR”, definida em /, nada mais é, então, do que uma função de uma variá- 
vel real a valores em IR”, Segue que tudo o que dissemos anteriormente aplica-se às curvas. 


P, 


EXEMPLO 1.5: IR, IR? LO P) =i y(t) = yy убо) = yap +... жуй) — yg la 
|. Seja y (1) = (1, arctg f), 1 € IR, uma curva em + 


uponhamos y = (y), Ya) derivável em [a, b] е seja Р: a 
гене e isa deae tição qualquer de [a, Р], Temos 
b) Determine uma curva à: IR — IR? tal que y + 8e Im у= Im ê. 


CHE Cy 


Solan пуа) = yl po Ine Y= DF + Dn G0 — pm OF. 


=f 
a) 6 aretg ( (€ IR. 


A imagem de y coincide com а gráfico de у = arctg x. 
yum (y, Gy, 0)» 


yn TO, Hi- Y, i-a» 


teorema do valor médio, existem i; e f; em | tj... p f; tais que 


y») у) = va us 


b) Ви) = (P arctg P Є IR Y) = vali J = үз) = 


D 


Observação. Sejam A C IR" e y: 1 IR" tais que Im y = A; é comum referir-se a y como 
uma parametrização do conjunto A. Assim, toda curva y pode ser olhada como uma 
parametrização de sua imagem. O exemplo anterior mostra-nos que um mesmo conjunto 
pode admitir parametrizagóes diferentes. 


seja, 


nn) = б) М 


үф) At e yy G) — Y2 i-a 
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Nosso objetivo, a seguir, é definir comprimento de curva em IR. Para motivar tal 
: [a, b] — IR? uma curva 
IR. Sendo Р: a = tọ < tj < т) <... < f, = b uma partição qualquer de [a, b], indi- 


uma 
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Substituindo em @) vem: 


ly = y 01 At eo? +09092 А 


[0] L(yP)- x Үйү? + Iya GO P. Ar 


Supondo ¥ contínua em [а, b), 11 () = ¡O + Q3 OP. será, 
nua em (a. b] e. portanto, integrável neste intervalo: 


i ысы e 
[ena = lim E үнс)? + Q3 Ate 


máx à, 50551 


Embora @ não seja soma de Riemann da função g (t) = I y’ (I, t € la, b 
» 


razoável esperar que, para máx Ar, — Û, L (y, P) tenda а [| lly (OIL de (v 


Nada mais natural, então, do que a seguinte defini 


Definição. Seja y: [a, b] — IR" uma curva com derivada contínua em [d, B]; 


mos o comprimento L (y) da curva y por 


b 
Liy= [| Wy GN dr. 


Observação. A definição acima estende-se para uma curva у: la, ^] — IR" дї 
Il ¥ (0) Il integrável em [а, b). 

itiva de sec? u 
EXEMPLO 2. Calcule o comprimento da curva y (1) = (cos f, sen f, 1), 1 € [Û 


Solução ES u se udu = secutgu— [sec utg u tg u du 
sen ry! E (ens DÊ E 
Y (D = (=sení, cos t, D; y (01 = (sen r)? + (cos 1)? + 1° f e F3 
О comprimento da curva y é (E secutgu — Joe u (sec? и — 1) du 


fi "(OI d 
„ш 
Seja у uma curva ет IR? dada рог 


SIDE 


Гатар : 1 z 
C ES tg u + In (sec u + 1g u)]? 
( ) а. a [seo tg e + In (sec u guja 


mento de yé: fA * 


7 
aa 
di 
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ou seja, 


LO = 102 o + 29 


EXEMPLO 4. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R > 0. 
Solução 


y) = (R cos t. R sen t), t € 0,27]. 


, i 
fac ра ў 
Ly = (E) [E ГА 
Md Í (E) E LÀ 
Assim, 
к= || 
ou seja, 


Lip = R | di = 2R. 
o 


Exercícios 7.7 


1, Calcule o comprimento da curva dada, 
t cos r. t sen 1). € [0.2]. 

X- rre 11,21 

deos t. sen te Pre 10, т]. 

e coste sente € IL 


e) yin = (Inn, rel el 
A ¥210. m] > IR dada porx = 1 cost.y =7 — sent. 

1 E 
g) ¥ = > (e +e "x € |—1,0]. (Observação: trata-se da curva y dada por x = 7. Y 


e ^, comre [- 1.01) 


Seja y: la. B] — IR? uma curva dada em coordenadas polares por p = p (0). 8 € fa. Bl 
«Observação: trata-se da curva dada por x = р (б) cos 0, у = p (0) sen Û, 0 € [a. BI). Supondo 
que p = p (6) tenha derivada contínua, verifique que 


[ы Je 


3. Caleule o comprimento da curva dada em coordenadas polares (utilize o Exerc, 2). 


a)p = 0.0€ 10. я] potesse [o A 


c) p = sen 0, 0 € (0. rl Фр=е "UE 0.27]. 


Aproveite a oportunidade e desenhe 


as trajetórias (no plano ху, claro!) 


4. Décxemplos de curvas ye Stalsque т y = Im 5, mas que seus comprimentos sejam diferentes 
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Sejam y: la, b] — IR" е 8: |с. d] — 1А" duas curvas com derivadas contínuas. Suponha que 
ista g : [c, d] — [а, b], com derivada contínua e tal que g’ (u) > O em [с, d]. Suponha, ainda, 
(c) = a, g (d) = b e. para todo « € lc, dl, 8 (u) = y ( (a). Prove 


a) lm y= тё ву = LU) 


Observação. Se as curvas de yestiverem relacionadas do modo acima descrito, então dizemos 
que a curva 6 é obtida de y pela mudança de parámetro t = y (u) que conserva a orientação. 


Dizemos que uma curva à: [a, B] + IR”, com derivada contínua, está parametrizuda pela com- 
‘primento de arco se 6º ($) li = 1, para todo s € [ar B]. Verifique que cada uma das curvas 
abaixo está parametrizada pelo comprimento de arco. Interprete o parámetro s. 


a) (s) = (cos s, sen s) s > D 


(Dé = (n cos É, R sen ij) s = 0, onde R > O é um real fixo. 
к R 


asw- [E 


Seja y: la. b] — IR”. com derivada contínua, e tal que y (911% Oem fa, В]. Seja s: la, b] — IR 


| dada por s t | ОГ? 


i) Verifique que a função s = s (1) é inversível e seja r = 1 (х) sua inversa. 
Ф) Verifique que a curva 8: 10. L| — IR" (L é o comprimento de y) dada por 
ài 


está parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que à é a reparametrização de y 
pelo comprimento de arco. 


= уйго) 


Reparametrize pelo comprimento de arco a curva y duda. 


(22+ 1,32 1), 02-0. 
(2 cos 2 sen r) r9 0. 

(cos 1, sent 1), 1 = 0. 

(e! cos t, e! sen i), t> 0. 
Seja y: 1 — IR? uma curva derivável até a 2º ordem, com ll y' (0 1% 0 no intervalo 1. $ 
s= | пушан, 1 € I, com fg fixo em /. Sejam, ainda, T. (0 = 
RA MES My on 
f (s)dadapor r (s) = T (7), onde t = r (s). Mostre que 


o versor de y (0) 


jj = UNO — y to AUS y'en 
Wy oye 


VU КАШАТ y cn 
nyem 


= 


AMY OM = ori ушу) 
[I 


Onde: = 7 (s) 
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a DP Ay È UnG +з Arr 


E nar + 


a " 
Observação. O número (s) = |= (5) | denomina-se curvatura da curva y no ponto (1) j s 


x ёо ruio de curvatura de yem y (D. 1 = 1G). A moti. 
5) 
vago geométrica para tal definição é а seguinte: para As suficientemente pequeno o techo pg 


(de comprimento As) da curva y pode ser olhado como um arco de circunferência de centro (e. 


raio p(s) (aproximadamente. Sendo A0 (radianos) o ángulo entre os vetores 1 (е Т (s+ Ay, 
Segue que АӨ será, então, а medida do ángulo РОО. 


105), Se (s) * Û, о núme (si n n omm 
E РБ < Ў бо Yr an 
i 


(Sugestão: utilize a desigualdade 


fm 2 T+ as) 


ORR Sejam vj e су os pontos de mínimo e de máximo, respectivamente, de уз em | rj 
Es m Prove qué 
APENT + am 7 (51 Е E "EE NU 
$ 00) = PON A, = È ys (с) Ап È yx (с) М. 
Temos: à E E 
E E Prove que 
i tist Av) — t(s) * 
= )م‎ ou o = [LS É DSL 5 po, 
2 E im E у Р + [yê GDP An = fly (ON dt. 
máx Ar, +0 j=] d 


10. Calcule a curvatura e o raio de curvatura da curva y (1) = (R созт, R sen 1) (R > Û fixo). 
b 


seu] 


im уат de É уру 


11, Seja у: 1— IR? paramotrizada pelo comprimento de arco (isto é: Il Y (8) = 1 para todos EN. 
ЕТ таа 0171 


а) Verifique que. para todo s Є 1, k (s) = Il (з), onde E(s) é а curvatura em y (5). 
b) Prove que se k (5) = O, para todo з, então y é uma reta, 


11, Uma partícula move-se no plano de modo que no instante / sua posição seja y (7), Suponha que, 
v 
Л 


onde v(1) = Wy. (r) ll. Prove gue 


para todo 1l v (I 0(v (у= y eseja T 0) = 


Sod 
а) T e E são onogomais, 
7 


эз шә э ат 
ma =p TA LE aonde п боуевогй ep = polo de curvatura de yem б. 
Pod а 


= Om 


12. Seia y: la. b] — IR? uma curva com derivada contínua e com componentes yy е 3s € 
узу. Seja Р: а = ңу< fı <1,< ... 1, = b uma partição qualquer de Ja, D]. 


4) Prove que quaisquer que sejam îî, tj € [j р 1(# = 12, n) tem-se: 
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i fi ínio, ficando implícito, 
vezes, de especificar o domínio, 
oni PE a regra em ques- 


+ subconjunto do IR? para o qual faz sentido а 


unção de duas variáveis reais a valores reais dada por (s, у) = 


y) de números reais, com x + у, 


onjunto de todos os pares (х, 


$e + y). Esta função transforma o par (x, у) no número real 


io do exemplo anterior. Calcule 


b)f(a + һа b) 


А maioria das relações que ocorrem na física, economia e, de modo geral, пал 
traduzida por funções de duas, trés e mais variáveis reais; daí a conveniência d 
detalhado de tais funções. 

Neste capítulo e nos seguintes daremos ênfase ao estudo das funções reais ded 
áveis reais, e o leitor não terá dificuldade em generalizar os resultados para fungó 
de duas variáveis, já que não há diferenças importantes. t A 


la função f dada por 


8.1. FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES 1 


y), com y x = 0e1 7 y> 0: р 1 
Uma função de duas variáveis reais a valores reais é uma função f: A — IR, de todos os pares (x, y), com y =x > Oe 1 = y = 1 


subconjunto de IR?, Uma tal função associa, a cada par (x. у) E A, um único ni 
IR. O conjunto A é o domínio de fe será indicado por Dj. O conjunto 


Imf 7 (f(xy) € IRI) € DA 


é a imagem de f. As palavras aplicação e transformação são sinónimas de fun 


СЕД 


fen А 
E буу zondez= Sy — 3. 
f, у) = Sxly ~ 3x. Na equação acima, x e y estão sendo vistas cg- 


“transforma o par (x, y) no número f(x, y) е 2 como variável dependente. Observe que o domínio de fé o IR. 
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soma é estendida a todas as 


EXEMPLO 5. Represente graficamente o domínio da função w 


джа + س‎ = 


«o е os dpn São números reais dado: 
naturais, da inequação m + л = p. 


15 + 4/2 é uma função polinomial. 


с, onde a, b, с 


aem 0 


Solução 
função polinomial: tal função 


ão reais dados, é uma 


PEE 


linear). Toda função f: IR? — IR dada por 


f(xy) = ax + by 


Assim, fé a função dada por f (и, v) 
(v) com 1 à 00. 


2 


1-12-02 0e + >. 


denomina-se função linear. Toda função linear é uma função afim. 


O domínio de Fé o círculo de raio 1 e centro na origem. 
йо racional). Toda função f dada por 


рх. у) 
40.5) 


а= 


linomiais, denomina-se função racional. O domínio de f é о con- 
Pla (x, у) #0}. 


a função racional. Seu domínio ё: Dy (x у) e IR lx vl 


é uma função racional: D, = IR. 


edo homogénea). Uma função f : A — IR, A С IR, denomina-se fun- 


ахлу) P fec) 
do (x. y) € A tais que (x, ty) € A. 


y? € homogénea de grau 2. De fato. 


SQ + 5 шю ау) + иу = P GE + 5зу + у?) 


A região hachi 
o domínio def 


P = lx y) pertence a O = (x, y) não pertence à 
Dj, pois y > i. Dj. pois y <a” 


EXEMPLO 7. (Função polinomial). Uma função polinomial de duas vari 
lores reais é uma função f : IR^ — IR dada por 


fix y) 


X Уу 
om 
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ОГО У) = 2r + y + 5 não é homogênea. (Por qué?) 'URVAS DE NÍVEL 


real de duas variáveis reais. O conjunto 


) € A, uma função 
JE IR lz = fici) бє у) € AT 


Exercicios Л === 


пове) = Se 2 Calcul 


ауа,-1) E 
al de coordenadas cartesianas. o gráfico de 


co de um sistema ortogon: 
(x fs ¥), quando 


como o lugar geométrico descrito pelo ponto 


„+ 
o de f. 


a) Determine o dominio. 
b) Calcule f Qu + v, v — u). 


(x. у) dada por 


3. Represente graficamente o domínio da função 
[zx 


ay -0:-0 bf = ML 
М2 =; 
йг = (aê ey =) 
odas 2+0 к= iTi 
ج + رج بوم‎ тї кы 


sen x = sen y 


4. Seja f : IR? — IR uma função linear. Sabendo que 
fx у). A ido que (1, 0) 


ica do gráfico de uma função de duas variáveis nào é tarefa Fácil, 
pretende ter uma visão geométrica da função, langa-se mão de 
a representação geométrica é sempre mais fácil de ser obtida do 


3. Verifique sea finção é homogénea, Em cosa afirmativo, нега o gra 
ade 2 
uma função e c € /m f. O conjunto de todos os pontos (х, y) de Dytais 


ise curva de nível de f correspondente ao nível z = c. Assim, fé 


DUE 


Uma curva de nível é um subconjunto do domínio 


дл у= DT 
5 gay Z 
6. upon que: IR? IP seja omega do ады 2e (a, A) = a para todo (a b); é um plano paralelo ao plano a 
+ Calcule 
a) f x3 4) DFO. Р 


7. Seja f : I IR homogénea e suponha que / (a, b) 
Mostre que fx, у) = O para todo (x, y) + (0, 0). 


S. Seja g 10, 2] — IR uma função dada. Prove que existe uma única unção É 
homogénea de grau A + 0, tal que. para todo а E [0,277 [.f(cos а, sen a) 
ção: o Exerc, 8 nos diz que uma função homogénea fica completamente det 
se OEE эк vore qe la ssi sgh оз pomada circunferênci 
origem, 
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Pery. 


EXEMPLO 2. O gráfico da função linear dada por z = 2x + y é um pl 
origem e normal ao vetor a = (2, 1, - 1): 


gráfico de f(x, у) 


ty dry 


Des Q, 1-0 4C 


de f com o plano x = 0 £a parábola 0, tocalizada no plano yz- 


«seção do gráfico de f com o plano = 


o no cixo Oz e localizada no plano z = с. Assim, 


é iA М énci 
Tal plano é determinado pelas retas ¢ (¢ > 0) é a circunferência 


o gráfico de fé 


ly. (Por quê?) 


Observe que { A 


0 "n 
uma reta situada no plano уг, enquanto f 3 y Está situada no plano xz. 


EXEMPLO 3. О gráfico da função afim f dada porz = ax + by + cé um pla US eise 
vetor n = (a, b, =1). Tal plano é determinado pelas retas 


c nada 
fx=0 


bete 


arabolóide de rotação. Observe que а curva de nivel f (x, y 
y da interseção do gráfico de f com o plan 


EXEMPLO 4. Desenhe as curvas de nível de f(x, y) (a > Qe b» 0) é uma superficie 


da fungdodadaporz = ^7 + 5; 
Solução lóide elíptico. Se a = b, temos o parabolóide de rotação. 


Observamos. inicialmente, que a imagem de / é o conjunto de todos os ге 
então, ¢ = 0. A curva de nível correspondente à z = cé 


fi x)7c ou а * y 


ea imagem. 
cunferências concêntricas de centro na s de nível. 

a função assume sempre o mesmo valor c. A d 
0 o ponto (0. 0). 


Assim, as curvas de nível (c > 0) são? 
cada curva de nível a? + 
correspondente a c 


5) * 00,0) ету (¿E IRI: >0). 
ndente a z = c (c > 0) é 


€ 
й+у с 


circunferéncias concéntricas de centro па origem. Quando c 
zero. Por outro lado, quando c tende a zero, o raio tende a + 
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ntão uma reta que passa pelo ponte (1. 0) e “furada” neste ponto. 
resto: pegue cada curva de nível de fe coloque-a na altura z 


€) O plano x 


€ | 


plano 2 = c intercepta o gráfico de f segundo a cireunferência E 
ção e А um subconjunto de 2, Seja (хо. уу) € A. Dizemos que 


fé obtido, então, girando em torno do eixo Oz, a curva | (resp. valor mínimo) de f em А se para todo (x, y) € А 


У) = 2х + y e А o conjunto de todos (x, y) tais que x^ + 
пеше, determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de 


'hível de f correspondente a z = c éa 


2х + у. 


EXEMPLO 7. Considere a função f dada por z = 


а) Determine o domínio e a imagem. 
b) Desenhe as curvas de nível. 


Solução 


a) O domínio é o conjunto de todos (x, y), com x + 1, De f(2, y) 
a imagem de [é IR. Assim 


(о EIR lx #1) e Imf= IR. 


b) Para cada c ге: 


háximo de fem A, a reta (D para z = 


x deve ser tangente à 
mesma forma, para z = cya reta (D 


deve ser tangente à 
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circunferência. Vamos então determinar c para que a reta (T) seja tangente à, 
Devemos determinar c de modo que o sistema 


e АРСА 

ic [еу to 1]. (Por qué?) О valor máximo. 

tenha solução única. Substituindo y = c — 2x em x^ + 32 = 1 obtemos a que imagem de fé o intervalo [G jy arbola A 
2 + (с 200 = 1 ош SP - acce à - 129 Eoi "E c « 1, é constituída de todos os pontos (x. у) + 


Para que o sistema tenha solução única, o discriminante deve ser igual a zero; 


ou seja, 


Assim, 45 éo valor máximo de fem A e — «5 o valor mínimo. Vamos, agora, 
os pontos de máximo e de mínimo. O ponto de máximo é o ponto em que ата: 
x5. tangencia a circunferência. Tal ponto é a solução do sistema 


onde x - 2y 


de máximo é 


ponto de mínimo. 
O próximo exemplo será utilizado posteriormente. 


EXEMPLO 9. Seja f(x, y) = SIG 
jà medida que c vai se aproximando de zero, а parábola de "fora". x = 
16 уз vai “fe- 


a) Desenhe as curvas de nível de f. 
b) Determine a imagem de f. 


‚ enquanto x = 


1 e é atingido em todos os pontos, dife- 
E lo a visualizar o gráfico, vamos 
zz 1: о que vamos fazer, 


a)Sec- 0, M =0 ex =бошу= 0. je -1a0.f(1. 


Solução 
¢ estudar. 


lo do valor 1 em (1, —1) par: 


passa valo (1. 0) para o valor 1 em (1, Dx f (L. 
Жекеше em [1, +], Observe que f (1, y) tende a zero para 


Para с 0, 
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ӨГ. у) = ху,0 = ee lO у=1 


A próxima figura mostra a interseção do gráfico de fcom o plano " d M 2 
desenhar a interseção do gráfico de f com o plano x = xo, onde x # Û é um real HESTA 
+y 


ze 


fpc Хож tya + 

caso existam, os valores máximo e mínimo de f em А; determine, também, os 
estes valores sio atingidos. 

- 1 + (10 + A 


IR 


+ Deu para ter uma idéia do gráfico de f? Desafio: tente desenhar ou fazer uma f 
gráfico. 


bm 


Para finalizar, observamos que a denominação curva de nível varia de acordo? E XT 
a função f representa. Por те sefé i Шырша de temperatura plana; Observe que g (y) = /(1 = 2y. у), у E IR, fornece os valores de f sobre a reta 
a temperatura no ponto (x, y)) as curvas de nível denominam-se isorermas (ponto 
ma temperatura): se fé a energia potencial de um certo campo de forças bidi 
curvas de nível denominam-se curvas eqiipotenciais etc. 


Ly 0). 


eA = (y) € IR as + 
Exercícios 8.2 


do geometricamente, determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de f 


1, Desenhe as curvas de nível e esboce o gráfico. mo os pontas em que estes valores são atingidos. 


o (odo (x, y) tais que x > 0 y ex + 352 
f= = в у) = + y + 3 e A o conjunto de todo (s, у) tais que x = 0, y 
а/о. = + ye Ao conjunto de todos (x, y) tais que х > 0, у > (x 2y = 7,2х + у <5 
Peer Леб) NI € A о conjunto de todos (x, y) tais que — 1 0e Le y 
ofa = ds 0er d тл. у) 


ea осйсшо (х — 3 + (у — T 


D 


vale? y i Tz 
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6. Um ponto P descreve uma curva sobre a superfície г = xy de modo que a sua projeção О sobre 
о plano xy descreve a curva x = 5 — f, y = f. + 3ez = 0. Determine as alturas máxima e 
mínima (em relação ao plano ху) quando + percorre o intervalo [0, 41. 


7, Um ponto P descreve uma curva sobre o gráfico da função f (x, y) = x^ + y? de modo que a 
sua projeção O sobre o plano xy descreve a reta x + y = 1. Determine o ponto da curva que se 
encontra mais próximo do plano xy. (Desenhe a trajetória descrita por P.) 


8. Seja f(x. у) = Desenhe a imagem da curva y (1) = (x (0). y (D. z (D) onde x = R cos 


ny = Rsente (t) (R > 0), Como € o gráfico de f? 


9. Mes ci jue o anteri га а função ANS = "T" " 
Pisas ано дын ран ЮЛ M uc cg ão superfícies esféricas 


centro na origem 


10, Sejam f(x, у) = ave y (t) = (at, bt. f (at, br). Desenhe a imagem de y sendo 


a) a=0eb ba-leb РЕ 


c) а=1е6=0. Фа= leb 


perfície de nível correspondente a ¢ = 0 € o ponto (0. 0, 0). 
E 


11. Como é o gráfico de f(x. y 


2 retcios КЗ 
12, Suponha que T (x, у) = 41? + 9y? represente uma distribuição de temperatura no plano ху ji 


T (x, y) É а temperatura. que podemos supor em "C, no ponto (x, y). 


. Represente geometricamente o domínio da função dada. 


а) Desenhe a isoterma correspondente à temperatura de 36°С. 
b) Determine о ponto de mais baixa temperatura da reta x + y 


аб,» = y 


13, Suponha que T (x, y) = 2х + y (°C) represente uma distribuição de temperatura no plano у. д/»Ә = y ° 

а) Desenhe as isotermas correspondentes às temperaturas: OC, 3"C e —1°С. 

b) Raciocinandp geometricamente, determine os pontos de mais alta e mais baixa temperatura 
do círculos” + y < 4. 


14. Duas curvas de nível podem interceptar-se? Justifique. Bf. 
ауа, xz 


s de nível de uma função / podem interceptar-se? Justifique. 


8.3. FUNÇÕES DE TRÊS VARIÁVEIS REAIS А VALORES REAIS. 
SUPERFÍCIES DE NÍVEL 


Uma função de trés variáveis reais a valores reais, definida em A C IRÛ. é uma função 
que associa, a cada terna ordenada (x, y, 2) Є A, um único número real w = f (x, y, 2). O 
gráfico de tal função é o conjunto 


б,= (x у. и) € I = fis d wD EA). 


O gráfico de fé então um subconjunto do IR}, não nos sendo possível, portanto, representá- 
lo geometricamente. Para se ter umu visão geométrica de tal função. podemos nos valer de 
suas superfícies de nível, Seja с € Im f'o conjunto de todos os pontos (x, y, с) € А tais que 
fs denomina-se superficie de nível correspondente ao nivel w 


EXEMPLO 1. Seja f(x. y 
w = rêo plano y = c. 


= у. Para cada real с, a superfície de nível correspondente à 
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[PLO 1. Se f (x. y) = k é uma função constante, então, para todo (xg. уо) em IR, 


lim — k=k 


[rx 


9 


jf (x. у) — KL = 14 — k I = 0: assim, dado e > 0 e tomando-se um 8 > O qualquer, 


Ок у) — Gg у) < 8— 1/0, = KI< e 
LIMITE E CONTINUIDADE 


im fi» = lm k=k 


Е] Е) 


[PLO 2. Se f(x, y) = x. para todo (xg. vo) € IR, 


lim — f(ny)- lim х= 
m m 


9.1. LIMITE 


Esta seção é quase que uma reprodução dos tópicos abordados no Cap. 3 sobre limite de 
funções de uma variável real, razão pela qual a maioria dos resultados será enunciada em 
forma de exercícios 


todo (x, у) em IP Lx — ag | = Il (x, y) = Gig xo) 1. (Verifique,) 


tão, dado e > 0 ¢ tomando-se à = e vem: 


Ооу) = Gg з) 82 Ir ху е 
Definição. Sejam f: A C IR — IR uma função, (x. у) um ponto de acumulação de 
A e L um número real. Definimos, 


О1о y) — Go му) 5170 у) = ху! < e 
Para todo € > 0, existe 8 > 0 tal que, para todo 
lim fe = Бә (lx E Dr. 


G3) 9r Gg O< Mex, y) = (xo, voll < 8 IS (a у) Le 


im x=xp. 
Же 


tem limite em (0, 0)? Justifique. 


jalmente, vejamos como se comportam os valores f (x, y) para (x, 


) próximo de (0, 0). 
о eixo Ox temos: f (x, 0) = 1, х # 0, Sobre o eixo бу, f (0, y) 


1,1 +0. 


lim у(х, 


A) 


= L significa: dado e > 0, existe 5 > O tal que f(x, y) permanece em 


IL — e, L + el quando (x, y). (x, y) * Gg. Yo). varia na bola aberta de centro (xp, yg) e raio б. 


Observação. De agora em diante, sempre que falarmos que f tem limite em (xp, yg), fica 
implícito que (хо, yo) € ponto de acumulação de D; 


Z с e 
T [к= ИИ ие: 
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О estudo anterior nos mostra que não existe número L tal que f(x, y) permaneça próximo de Sejam yy e уз duas curvas nas condições do Exemplo 4. Segue do exemplo 
L para (x.y) próximo de (0, 0); este fato indica-nos que f não deve ter limite em (0.0) e não jor que se ocorrer 


1 
tem mesmo, pois, qualquer que seja L, tomando-se € = —, tem-se: 


lim А0) = ц e lim f(y) = la 
15% әм 

Ly + Lo, então, lim f(x. y) não existirá. Da mesma forma, tal limite não 
+ Е КЕЕ 


se um dos limites em @) nào existir. 


se L= 0,1/(х, 0) = 11 = — para todo x +0; 


se L> 0,1/(0. у) = L1= 5 para todo y + 0. 


zando а 


não existe (Exemplo 3) uti 


em 


lim 


jamos como provar que 3 
am E Я (a. y) 900.0) x* + y 


im, para todo real L. а afirmação 


x 
| 0. Seja f(x,y) = => Temos 
б. n. Seja f у) = a 


m io acima. Sejam y, (1) = (r. 0) e ys (0) 
"6703870 E Бу. 0 <I y) — (0,00 cà-lfi)-LIce 


lim f(y (= lim E 


150 1501 


é falsa. 
Quando tivermos que provar que determinados limites não existem, o próximo exemplo 
poderá nos ajudar, 


EXEMPLO 4. Suponha que іт f(x y) = L. Seja y uma curva em IRÊ, comp 


(= ae 
nua em fg com y (ду) = (xo, yg) e para £ # tg. y (r) + (xo, 30) com y (0) € Dy. Prove que 


i D= 
im, fera m derum 


lim nào existe. 


li ed. a E 
e QUE шуо. У 
Joservamos que continuam válidas para funções de duas variáveis reais a valores reais 
iintes propriedades dos limites cujas demonstrações são exatamente iguais às que 


para funções de uma variável real (reveja o Cap. 3 do Vol. 1). 


Solução 


De lim f(x y) = L segue que dado e > 0, existe 3 > Û tal que 
Ge) me sob (Teorema do confronto.) Sc f(x, у) = g (x. 3) = (х, 
Ф Оо у) = Go xp Ш бу Lf) є 


y) para O < I(x y) = Gg 50) l € 


Sendo y contínua em 1g, para todo бү > O acima, existe 8 > O tal que Ha ¿RAT DER 
ЕТ abo Gs 
It- gl 8= My (1) — убу) > à, 
е, portanto, tendo em vista y (1) H (xo, si) para £ Æ tg. lim gx) L. 
(сз) s) 
o 010 015 82 0I y (0) — Qo му)! < бу. Se lim f(x у) = 0eselg (x y) = M para 0 < ll (x, у) — Gg о) E 
DE 
Ведае к> бе M > 0 são reais fixos, então 
О 1 1 8 10у) = 21 e limitada 
lim убу) gy =0 
ou seja, (Gn) esl 
lim /(уй)) = L- Я lim fi у) = 0е=> lim LF Gx, у= 0. 


ah [X (xoe 
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а dim (x, lim Gy)-L]- А 
pen eo O EE ED da y Гоп) lim — 
20 150 0º + 
5. lim Убу) = е dim — f(xo- Ayo) L- 
mm (hk) 280,0) 1 
lim f(y: ())= lim E 
6.Se lim у) е lim g(x,y E b 2 
(eS EN) 
а) lim. If) + gy) Ly + La. poo existe. 
(50300) 
b) — dim kf y) = M. (k constante) mio $ limitada! 
mem 
eO dim fra) = Li. 
ЖЕЛ 
ES L ) i = 
d) іт LED Ir desde que Ly +0, о, 
(nm) BEY) da B 
E e E ЧҮЛ б d) іт LL 
7 (Conservação dosinalySe lim Ду) = L, L> 0,еиаовхыйад TONG бозор 3 + 
que, para todo (x, y) € 0; B tm 
(3900.0) 
Оу) — (poll < sfe у) > 0. 
hy lim 
6.90.0) 


EXEMPLO 5. Calcule, caso exista, — lim 
(s) 0,0) x 


(veja Exemplo 9 — Seg. 8.2) 
Ms (veia Exemplo 9 — Seg. 82) 


Solução (at, bt). com a? + b? > 0; mostre que, quaisquer que sejam a e b, 


lim feyu) = 0. 
150 


Jim 7000) onde 5 (0 = c. n. 
lim х= 0е 
(n) 0,0) 


1, para todo (x, y) + (0, 0). Assim, é ко. 
Ё aleitar o imite, tente prever o resultado olhando para as curvas de nivel de £) 


Ea 


© REDE existe? Por ques 


limitada. 


= lim 
ЕТ 


lim 
(3) 0.0) x 


Curvas satisfazendo as condições do Exemplo 4. А afirmação: 
jim ris oj lim f(S(0)- Le im fey) 
Yr VO) Hoch 


à? Justifique. 


EXEMPLO 6. Calcule, 


ў co TOXSSEDEROE 
Solução E — PPM 
С 20 [om oon esp 


беры O dim AD 
ЖҮЙҮТ 


Seja f (x, у) ‚ onde fé dada por f(x, ¥) = 
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6. Suponhaque — gi sy) =ae lim g(u)= L.com gni 
T Gc ia E 7 45 in, £00) согоо _ 

Prove que (4,0) e у; (0 = (0, 1) vem, 
lim 00, у) = lim gu). 


tim f(y ()) = lim 
Prove, ainda, que o resultado acima continua válido se supusermos g defi E 120 
tinua em a. e É 


sent 


7.Calwle lim 
өзө x 


lim f(y2()) = lim —; 
120 150 É 


JG y) ão existe, e, portanto, f nào é contínua em (0, 0) 


ja fx у) = 


ma nos iz que se g (и) e f (x. y) forem contínuas e se Im f C. D,, então 


g (f (x y) também о será 
Calcule 


1. Sejam f: A C IR — IR e g : B C IR — IR duas funções tais que 
É Se 7 for contínua em (xo. vo) € g contínua em f (x. у), então a composta 


9.2. CONTINUIDADE 
r E 


Definição. Seja f uma função de duas variáveis reais a valores reais e seja ао 
| Dp com (ху, yo) ponto de acumulação de D; Definimos: 


contínua em f (xp, yo). dado e > 0, existe бу > 0 tal que 


E TIE = ко sg) < 
f contínua em (xy. yo) => lim f у) = f Gg. Yo Vu Fio yg) | 8, 18 Q0 — 2 (Gg уу))! < € 
L мемы ш em (xy, 5i). para o ê, > O acima, existe 8 > O tal que 


ШЕЕ Go yo) Il < б=1/(х, у) 7 f Gy уу) Es 9, 


Sef for contínua em todos os pontos de um subconjunto A de Dj, diremos que fé 
em A. Diremos, simplesmente, que fé continua se o for em todos cs pontos de seu dà 


'EMPLO 1. A função constante f(x, у) = k é contínua, pois, 8—» Lg (f(x. y) — g Gg уо) 1 € 


lim fi у) = k= (9.30) (f(x y) é contínua em (xp, yp). ж 

Ce a as Benc: 3 ч н 

iéncia deste teorema, segue que se g (x) for contínua, então a função A dada 

para todo (xp, yy) em IR?. (veja Exemplo | — Seg. 9.1.) 09 também será contínua. De fato, sendo f (x, y) = x, teremos h (x, у) = g 
€ f contínuas. 

EXEMPLO 2. A função f (x. y) = x é contínua, pois, 


= 27 é contínua em | écontínua em IR. 


pois g (a) 
lim fey lim x = ag = f (хр. o} 


Е] (= (к) ndo f(x; $) continu: 


para todo (ҳу, v) em IR. (V 


as compostas sen f(x, у), cas f(x, у), [f(x y) J? ete. 


Exemplo 2 — Seg. 9.1.) 


Бу: A C IR? — IR uma função e y: 1 IR? uma curva tais que 
1 € I. Se y for contínua em fọ € 1e f contínua em y (ду), então a 


(x, у) # (0. 0). é contínua 
DD será contínua em to 


(x. y) = (0, 0) 


EXEMPLO 3. A função f(x, y) = 4 


Justifique. 
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Demonstração 

se (a. y) + (0,0) 
Fy 
0 se (х,у) = (0,0) 


ica a cargo do leitor. 


Sejam fx. у) е g (x, y) contínuas em (xo, Jo) e seja k uma constante, Segne das, 


des dos limites que f + g, k fef 8 são, também, contínuas em (xo, yg). Al “sen (x? + ПРГ 
Ае EXA 
E ЖР А Й Aa 
¢ Gg. Yo) + O, então 2 será, também, contínua 
¢ Gg. vo) É 0, então E será, também, contínua em (xo, o). DOM йу 
EXEMPLO 4. Seja ) 
se r<1 onde г = 10, y) 
fis» | se (x, у) * (0, 0) se r>1 


0 se (x, y) = (0, 0). A 
se (x, 9 # (0.0) é contínua em (0, 0)? Justifique. 


Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f- se (x, y) = (0.0) 


Solução á r 0 tal que fa. y) > 


бу) Cool <r. 
im subconjunto do IF? que goza da propriedade: quaisquer que sejam (uy. vg) e (ү, yp) em. 
E uma curva contínua у: [a, b] — A tal que y (a) = Gg. x) € y (b) = (Xy, уу). Prove que 
Montínua em A e se f (xg. yo) < m < f0r. 3), então existirá (E. ¥) EA tal quef (F, ¥) = 


Nos pontos (x, y) + (0. 0) podemos aplicar a propriedade relativa a quociented 
ções contínuas, pois, x* ex? + y? são contínuas e x^ + y? não se anula nestes рой 
estudar f com relação à continuidade no ponto (0, 0) precisamos primeiro vero que 
com o limite de f neste ponto. 


Aplique o teorema do valor intermediário à função continua g (9) = fy (r). r € la, 81.) 


lim /у= lim lim 
ncm AAA (63) 0,0) 
Я que a sequência de pontos (Crp »,)), > 0 converge a (X, F) se, dado e > 0, existe um 
| Observe que lim x=0e l = | para todo (х »«an) hg tal que 
\ y3 (0.0) 52 d n2 ng Gy э) = (RDN E 
lim (у) = 0 = 70, 0). lique fx, у) seja contínua em (F, Y), que (Crp. ¥), y convirja para (S. F) e qu 

E ; + У). que (ха, Ya Du y convirja para (F, $) e que (ty, 

Өк» A КАЕ O. Prove que a sequência dada рога, = / (s, ул) converge para] (5. PY. 

Conclusão; f é contínua em IR? акл = 3) E N a B]. Prove que fé 

retângulo. (f limitada em A significa que existe M > O tal que |f (л. у)1 = Mem A.) 


IR três funções tais que (g (a Suponha, por absurd. " 
absurdo, que f nào seja limitada em A. Então, existirá (xj. v) em 
demonstra-se que Se. ШИШЕ is o porto médio de cada lado, divida rehn lead e 


ão a сопіс em s batiza iio ded A 
ntão a composta figl I batizado Аз, f não será limitada, logo existirá (xy. уу) € Аз tal que 


Sejam agora, f: А C IR? — IR, g, h : B C IR? — 
У) E A. para todo (x, y) € B. Sem nenhuma dificuldade, 
contínuas em (ty. so) € fcontínua em (g (xp, yo). А Оңу y9)) e 
y)) será, também, contínua em (ҳо, jo). Este resultado, bem como os 


asos particulares geral sobre ci idade de funções compl We a Te 
casos particulares de um teorema mais geral sobre continuidad ções com elerstrass). Seja f como no Exercício 7. Prove que f assume em A valor máxi 


não enunciaremos aqui. 
[eju Apêndice А2.4 — Volume 1.) 


Exercícios 9.2 г 


1. Determine о conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 


afe у) = 33 — sy +6 эх. у) = 


ofi v) In dfi» 
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af 
junto de D, formado por todos os pontos (s) tais que y 


(x, y) existe; 


uma mova função. indicada por Ze e definida em A, que a cada (x, у) € 


10 


її. ТЕА ЕУ) 
ao Sur 


nção derivada parcial de 
parcial de f em relação a x 
derivada parcial de f. em relação а у, no ponto (3 


1? ordem de f, em relação a x, ou, sim- 


DERIVADAS PARCIAIS 


„ уь) que 


10.1. DERIVADAS PARCIAIS 


Seja = fx y) uma função real de duas variáveis reais e seja (xg E Dg 
podemos considerar a função ¢ de uma variável dada por 


vo + Ay) = fixo. Уо) | 
EM = tim [fora > 
ду Ay0 Ay 
HOLT 
A derivada desta função no ponto х = xy (caso exista) denomina-se derivada, ОЙ у) fixa-se у = зет: = fs 9) e calcula-se a derivada de g (1) = 
em relação a x, no ponto (xo, yy) € indica-se com uma das notações: Я 


£ E o so) = g' (у. Da mesma forma, SL 
хо =» 8 бу) 
ә 
ŽE Cro, yo) ош 


L (x, y) é a derivada, em 
dx 


д. 2 
d MfG у), mantendo-se y constante. Por outro lado, zu (x, y) € a derivada, em 
ах M ду 
JÎ. у), mantendo-se x constante. 
PE) p 
Assim. — (xo: Yo) = &' (х0). De acordo com a definição de derivada temos: Seja f (x, y) = 2xy — 4y. Calcule: 
ax 
а 
2f j 1) - goo) 5 ЭЁ ay) 
TL доу) = 8 бу) = dim Go) D 
дх "EP E 
ou seja, a AL Cub 
fs 90) — f 10) 
ou, ainda, 
ô. хо + Ах. = Sl X 
ŻE (xo so) = lim Go + Ax vo) — fn Yo) 
x ren A 
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Por limite: 


By. im Ltd = fe) 
х Arso Ax 
APR E 
tim 2«+Аду-4у y +4ў 
A0 Ax 
3 


b) Devemos olhar x como constante e derivar em relação a у: 


а 
(% у) = -— (Олу — 4у) = 20 4. 
ду E 


ão próximo exemplo, observamos que uma função z = f(x, y) se diz 
implicitamente pela equação y ( ) se. para todo (x, y) ED. g (x 


EE 
y 


A Qs y) =2y.Daf e! < 1 é dada implicita 


¢) Conforme а, para todo (x, y) em IR: 


i. = 1, pois, para todo (x, у) no seu domínio, х2 + y^ + 
3f an= = Asfungoesz= 41-2 — d уеге l-a? -y 
ШЫ E também; dadas implicitamente pela equação x? + y? + z^ = 1 (verifique) 
Asin, S у= - f(x, y) dada implicitamente por x 0, calcule: 
ax 
2 Я 
4) Conforme b, para todo (x, у) em I^, — 2x — 4. Logo PES 
а ду 


6 


ду 


EMPLO 2. Considere a função z = f(x, y) dada por z 


22 
PEL dj Sla 
ms arzo 
Solução 


(arc tg [d * 


=2 0% 
ou seja, х 
+ L (1) = 0, resulta: 
[EN = 
ms MS à 
bj — = — | arctg (х2 + y? 1 5 * iG 
ду ду (ey dy 
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ou seja, 


e, portanto, 


à. 
S. A notação 2. (x, y), como vimos, indita de i 
dx ne 


CUIDADOS COM NOTAÇ 


fix, у) em relação a x, onde y é olhado como constante, ou seja, como ide Dycom xy e 
: v lerivável, Considere a fun- 
Por outro lado. a notação 2. | f. v) indica a derivada de f (x, y), onde Hd Seja ds IR — [P uma função de uma variável е derivá |. Considere a 


(к у) Фо + y. Verifique que 


PURA : é 
(quando nada for dito em contrário) como função de x. As notações fora riadas 
а а 
rem usadas corretamente. Portanto, não confunda — com 7 
dx de 


de 
ay 


(0, D. 


EXEMPLO 4. 


2x, enquanto 


dis? а y) = фи) onde n 
2 مدد رر + تې‎ L( 8 (1,9) = d) оа 
а de 


pois, 


»-4 0) 2. ou seja, 


98 ey = фу (+) 
ax 


ах dy 
EXEMPLO $, Suponha que z = f (x, y) seja dada implicitamente pela equação 


euge yl 


D 
Suponha que / admita derivada parcial em relação a x, expresse Z7 emi termos 


Solução 


Para todo (x, y) € D, 
Й дв 0 
79 (0,1 224 (2) 


x 


¿Seno ро anterior a função Ф ass, por exemplo, função seno, terfa- 


Temos: До. 


sen (А2 IG + y) = Recos? + 
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зе (000000) 9 
se (х, у) = (0, 0) 


a 2£ » 2£ 
EN ду 
Solução 


а) Nos pontos (x, y) + (0, 0) podemos aplicar a regra do quociente 


ou seja. 
Em (0.0) 
(0, 0) é a derivada, em x = 0, de g (x) = f (x, 0): 
_ [хзех#0 
0) lose x=0 
assim, ¢ (х) = f(x, 0) = x, para todo x; segue que 
E oy- 0)= 
D 
e : af 
Poderíamos, também, ter calculado ue (0, 0) por limite: 
D 
af =. A x 
A (oy tim £080 70:0). tim E=1 
dx 150 x—0 r0 X 


se (x, y) # (0,0) 
se (x, у) = (0,0) 
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(0,0) ё (caso exista) a derivada, em у = 0, de h (9) = (0. yX: 


-1 sey#0 
so»=fo sey=0 


xd " 
BE continua ém y = O, logo, (0) não existe, ou seja, 2 (0. 0) nào existe 
definida em todo (x, y) + (0, 0) (mas não em (0, 0)) e é dada por 


2xiyü + х) 


Gy» 


Fla, y) é constante em IR. pois, para todo x, A' (x) = 


J Segue que, para todo x, 


по) = (0) 


Ле. у) = 700, y) 


о de modo arbitrário, resulta que / (x, у) = / (0, у) se verifica para todo (х 
(0, y) teremos 


Де, у) = 40) 


iterpretação geométrica). Suponhamos que z = f (x, y) admite derivadas. 

E Dy О gráfico da função g (x) = f (x, vo). no plano x' yy z’ (veja figu- 
2 

yo com o gráfico de f: 1 (xo, Yo) é, então, o coeficiente 

gente T à esta intersecção no ponto (xo, ур, f Gg. Yo): 

2f 

ax Созо) = 


a 
tg a. Interprete você u (oo) 


(€ mostra-nos que a existência de derivada parcial num ponto não 
da fungáo neste ponto. 
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el real. Uma boa generalização deverá implicar a continuidade da função e a 
iciabilidade da composta g (r) = f (y (1) quando f e y o forem, porque é isso que 
no caso de funções de uma variável, Veremos no próximo capítulo qual é à boa 
lizacào do conceito de diferenciabilidade para funções de várias variáveis reais. 


Гб». Ya) 


cias 10.1 
Determine as derivadas parciais 


afe Sá ee + DEDI 


yy 


day) 


PP) 


DI = (4ху — 3 + 5025 


EXEMPLO 10. Mostre que а função DE 


fs) = lg 0700.0) D foy 
0 ^ setx.y)=(0,0) 


"9 a 
Verifique que x — + y 
ах 


admite derivadas parciais em (0, 0), mas nào é contínua neste ponto. 


Solução 


= (0,0)= tim 4650 — 700,0) 
x v0 x 
E og 
д, ^ fg bavn 
A 0,0)= tim O = f00. y ar ar 
ду v50 y 


Assim, f'admite derivadas parciais em (0, 0). Vamos mostrar, a seguir, que f não é contínua 


) a funcio do exercício anterior, Verifique que 
em (0, 0). A composta de f com a reta y dada por y (1) = (1, 1) é 


Seja g (1,9 = o 


1 
gi-fun- E se1 #0 
0 ser =0 


Como yé contínua em + = 0 e a composta g (4) = f (1, t) não é contínua em / = 0, resulta que; 
f nio é contínua em (0, 0). (Por que?) 

O exemplo anterior mostra-nos ainda que a mera existência das derivadas parciais def 
num ponto (хо, yo) não implica a derivabilidade em г, da composta y (1) = f (y (1)), onde Y 
é uma curva suposta diferenciável em 1 e y (fg) = (xy. уд). No exemplo anterior, f admite 
derivadas parciais em (0, 0), y (1) = (f, г) é diferenciável em = 0, mas a composta g (0 ^ 
„f(y (0) ndo € diferenciável em 1 = 0, 

, Do que vimos acima, resulta que a existência de derivadas parciais num ponto (19,30) e uda loge E EP. 
não é uma boa generalização do conceito de diferenciabilidade dado para funções de ш av aT 


/ 


. A função p = p (V, T) é dada implicitamente pela equação pV = nRT, onde n e R são constan- 
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7. Seja z = e d (x — y), onde q é uma fin 


dierencióve de uma vii ) Verifique que. 


ax 


d de modo que 


$. Seja d: IR — IR uma função diferenciável de uma variável real e seja (x jeg BÉ. eoo Desermise maf 
h фу + фу). Determine uma fun 


Mostre que y 


Aa 


ma 2 - 
ES eS E Fr 
Fama função f (x. y) tal que 
е у = pcos бе у = psen 0 Verifique que г H 
i e * V (эу cos Ө + 2y sen 8). 
г 
Eli que 
de d ж 
E-E ago Est 12 
ЕЕ > К E sets p) 0) 


10. Suponha que a fui (x, 1) admita derivadas parciais em todos os pontos de 


e seja dada implicitamente pela equação sz + 2° = x Expresso LE e 2 8 
que seja dada mpl pela equação vz presse Ee S5 


E emor(s речне 
ay | se о, у) 0.0) 


11. Seja z = f(x + ar) onde fé uma função diferenciável de uma variável reala 
Verifique que 


PES 


as ylef( y) sex #беу #0. 


12, Sej . onde f(u) é uma função diferenciável de uma variável red V 


ac 


Lo. 
ду 


13. Considere a função dada por w = ху + 


I paraz = Ley = 1 Calcule 2) a. 
pm 

а/ш.) = e 2 фу — c onde фё uma função diferenciável de uma variável ET 

que лја y (1) = (& 1, (0). t € IR, uma curva cuja imagem está contida 
f 
235.35... 
PES п кас fe у. 
vey ur P 3 reta tangente a y no ponto (1. 1, 2) 
1з. Sari = ff di Caleule Lx yje ŽL y) teta do item c; mostre que T está contida no plano de equação 


Г 2 
Y on af ау BER Lane o? Lane» 
asarana [7 «7! cuen Le e ar ^ 

ә = a 


186 Um Curso de Cálculo — Vol, H 
T. Derivadas Parciais 187 


(xg Yo) Eum ponto interior de Dye se f admite derivadas parciais em (x vo). então uma condição 
іа para que (xy. yo) seja um ponto de máximo local ou de mínimo local é que (sg. Y0) 
seja ponto crítico de f isto é, que 


24. Seja f(x y) seja y (1) = 
› seja y (1) = (e (0. y (0 2 (0) uma curva diferenciável cuja i 
está contida no gráfico de. Suponha, ainda, (0) = (1, 1.2) Seja To reta tangente a 
(0). Mostre que 7 está contida no plano EUN 


D 
f= Zane- ря Zen 


à af 
D ds PIS Nu 


Interprete geometricamente. x 
0, para todo (x, y) € IR, Prove 


2 of af 
2: 1. Seja f: IR^ — IR e suponha ue — (x y) = 0e — (x y) 
25. Suponha que с = f(x. у) admita derivadas parciais em (xp. vp): Considere as curvas cujas ub oa dt ES 
cujas ima, 


gens estão contidas no gráfico de f que fé constante. 


2 à à 
2. Dê exemplo de uma função f: A C IR? — IR tal que I ye Qe Lay 


ax av 
(x.y) Є А. mas que / não seja constante em А 


O. para todo 


n 
E) 
fü. yo) 


j- fi Die oc) Gs o. 


SNO 3. Suponha que. quaisquer que sejam (x. у) e (8. 1) em IR. 170, 
jam 7, e T; as retas tangentes a y) c эз, nos pontos у (ур) e y» (so). res Prove que fé constante. 

казык кан ы c LC " 

. Seja f: A C IR? — IR, A aberto, e suponha que 5 (д. у) existe para todo (x, y) € A. Sejam 
x 


бузу) e б ly) dois pontos de A. Prove que se o segmento de extremidades (хо Yo) ¢ (ig + 
h, ур) estiver contido em A, ento existirá 7 entre xq € tg + A tal que 


at 
[PER 


ВЕЕТ 


[XE 


faoth уу) = ft Lp 
Ж дру X yo he 
0 + hxo) — Pg vo) = uc (20 


se (x, у) + (0,0) 


36 аја, y) 4 474 y 
БЕН se (x, x) = (0.0) 
imagem está no gráfico de f. Seja T'a reta tangente а à 
dade no rende Seja Га reia agente a ¥ no ponto y 0). Mostre que T nao esk 


eseja y(r) = (i, t, 2(1)).1 € IR. uma curva cuja 


f, Seja f: A C IR?— IR, А aberto, e suponha que /admite derivadas parciais em A. Seja (xp, 9) € 


1 DAE 
A. Prove que se Y e Û forem contínuas em (ag, vo). então f também será. 


а 
0 = É e oy =0) P (0.0) (= 0) Lg Gun aet 
X e (Sugestão bc) узу) = fe у) = хо, 9) + FES. = f voh apliqieo 
27. Considere a função z = f(x, y) e seja 
Considere imã = f e a Dc Com vet dt lt me тума) 9 P 
cod (чь Y) Imitindo que f admita derivadas parciais em (x, J, escreva 
a equação de um plano que você acha que seja um "forte" E Dis 
a que seja um “forte” candidato a plano tange au 
fico de f no ponto (а, хо, Cti ху). аа 


2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNCOES DE TRÉS OU MAIS 
VARIÁVEIS REAIS 
mas que f nao seja q 
y, 2) е (хр, Yo, ду) E Dp Mantendo-se yy € zy constantes, podemos con- 


JG Yo, zo). A derivada desta função, em x = хо (caso exista). 
e indica-se por 


28. Dê exemplo de uma função /: IF? — IR tal que Ž seja contínua em II 
ES 


continua em nenhum ponto de 182. 
para função g (0) 


ina-se derivada parcial de f em relação a x no ponto (хо, Yo. zo) 


29. Dizemos que (xp. v) é um ponto crit ioná Us 
izemos que (xp, vg) é um ponto crítico ou estacionário de z = f (x, у) se ЗАРЯ yy) = 0 @ gw 
E уо д) ou E. 
(o, Уо, En 


af 
S o) = б. Determine (caso existam) os pontas criticos da função dada ут» 7 а 
Де, PN £ 
af? modo análogo. define-se as derivadas parciais <= aye E Gg vy zo). Tem-se: 
к уу = + Bfü у) = 2х + у) log ы lerivadas parciais = (хо 30:20) 7, 7 0020 
Л. у) =з —2зу + aos fami азу АО f (xo + Ar, уо. 20) = f (xo, Уо. а) 
Ө. у) = 3 + 8ху? ide Iv Atem det gg ON Ах $ 
30. Seja (i so) um ponto @ x Un m, ooo + Ах. co) — f Gg 30, 0) 
acg To ит ponto de D Dizemos que (iy uy) € um ponto de máximo focal de [reser gy 02050 7 4590 A 
onto de mínimo local) se existe uma bola aberta В de cent ; » 
todo (1.1) € B N Dy f(x, у) ч entro (ҳо, yo) tal que. PIE, n (хо. уо. zo + Аг) — f (xo. уо. zo) 
pf ex. v) / хо. уо) (respectivamente, fix. у) = f (xg. ур). Prove que $ PI ж) = уйт f о zt J (ху. уо. co) 
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= N (x, y, z) 11. Verifique 
Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma fim > ivel e seja g dada por g (x. у, 2) = f (r) onde r = Ii (x, y, z) Il. Verifiq 
áveis reais. 
EXEMPLO. Calcule as derivadas parciais da função s = Күн NM 
ax ; | 
jo diferenciável tal que ф/ (3) = 4. Seja g & ¥, 2) = фе Fy Fz 
Solução | 
Д 
2 иал. Са O) 
A T бугы) = yawe ™™ (y, ze w são olhadas como d 
x 
A uw À. Xm 
E P" A. (ez) = xz? 
» 
EL ун” 
Lp 
ди E 


Exercícios 10.2 


1. Calcule as derivadas parciais 


biw= are sen À 
2 


at pt 


3. Sejas = f(x, y, z w) dada pors = e” ¥. Verifique que 


Calcule: 


E 
ау Eq mal E 
әх ay 


11.1. FUNÇÃO DIFERENCIÁVEL: DEFINIÇÃO 


O objetivo desta s 
diferenciabilidade dado para funções de uma variável real 
Vimos que, por definição, uma função f (x) é dife 


mente se o limite, quando f tende a zero, da razão incremental ^ 


e for finito. Esta forma não é adequada para generalizac; 
variáveis reais h será um par ordenado e. então, a razão 
a seguir 
que seja passível de generalização. 
Supondo f (x) diferenciável em x 


lim 
450 h 


fGo + һ)— [бу y 


o é estender para funções de duas variáveis reais o 

'nciável ou deriváyel em 
. pois se f for ima fur 
icremental não terá: 
de tentar obter uma forma equivalente à definição de diferen 


ste um real a, a = f’ (xj), tal que 
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ауе! em x se e somente se existir um real a tal que 


fo += fo) = ah o 
js al 


condições de definir diferenciabilidades para funções de duas vari- 


— IRL A aberto de IR?, e (xp, у) E A. Dizemos que fé dife- 
БЕУ зе с somente se existirem reas а е b tais que 


Soth yo + 0 fa 
ДП 


h,k) (0,0) 


na nos diz que diferenciabilidade implica continuidade. 


Se f for diferenciável em (ҳо, yi). então f será contínua em (p, yo). 


(хо + fd 


lim = 
ЕТА АИ 


La função dada por 
бш +h, yo + k) = fg уо) + ah + bk + E (h, k). 


Temos 
+ һу— Гоо) ah 
tim Lo + > Sto) Les tim 260 +02760 SE lim — (ah-- bk) - 0 
420 h R40 h [E 
Como 
F E (h k) 
G 6 Ш © E (h, k)= GN =0 
lim CM =0 e dim SO - o (verifique) a E ag" Pa, bi 
49 h (e Th 
resulta 
lim f (xo +h. yo + Ё) = fg. y0) 
f(x + һу = f Gg) o Lo tio fo) Ze Re 
lim =a e lim 
no h não rm em (s, yo). м 
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Vamos mostrar, agora, que se f for diferenci 
parciais em (xp, у) e 


= e modo, se fx, y 
iamente a = E qo, xo) eb = So (хо, yo). Deste modo, se f(x, y) 


Ф (хо, yo) serño os únicos reais 


s entãoa = H (xo, Yo) e b 


x lem (o. уо), 


шге acima é zero. 
па 2 о seguinte importante 


Y 
ETS: Leo, AE 


será a única transformação linear que goza da propriedade 


f (to + hyo E) f (хо, yo) = € A. Tem-se: 


lim د‎ 


6 

бо, оул 2 
а ( 
Chk) (0,00 dv 


fox у) definida no aberto A C IR? e seja (o, Y0) 


ШИТ 
a) f admite derivadas parciais em (xo, ¥0 


UNS) 
em (xo, уо) > ji E 
CU өто, оу WO DI 


Teorema 2. Scja f: A C IR — IR, A aberto, 
ген "uc A IR. А . € seja (Xo, у 
ciável em (xp, yo). então f admitirá derivadas parciais пес p i | 
= (xo. vo) k 


ar 
Ж (о Evo toc f (хо, 90) a, (хо. уо)! а ) 


Demonstração 


Sendo (s, y) diferenciável em (xy. sp), existem reais a e b tais que 
a função fé diferenciável em (1g. Уо) 


n (xp. Уо) € que 


in 1060 
t) (0,0) TH, КУШ 


A 
onde E (h, K) = f (x9 + h, ур + k) — f (xo, ур) — ah — bk Segue de (1) que Po yo + К) — f (хо. 0) 7 H (хо, уо) — үз 


Eho NCh, K 
lim 


(оооу П О а, 


{в + Һ yo) — Оо yo) - di 
i E "derivadas parciais 


existir em (ҳо, yo). então f nào será diferenciável 


Daí 
is as derivadas parciais existirem em (хо, yg), mas se o limite acima não for 
lim {бю +h yo) = / (ху. xo) = ah йо será diferenciável em (xo. vo). 

130 == 


diferenciável em (p. Yo). 
Jé difereficiável em B C. D, se f for diferenciável em todo (x, у) € B. Di- 


e, portanto, 
ente, que f uma função diferenciável se f for diferenciável em todo ponto 


n уо) — / (хр. Yo) _ 
h- h q 


a? y é uma função diferenciável. 


De modo análogo, obtém-se b = Eo. уо). т 


Brovar que fé diferenciável em todo (x. 3) € IR" (D, = IR?) / admite deriva 
lodo (x, y) € IR^ e 


Observação. Provamos acima que se 


im ZG0+h 
(h.k) > (0.0) По, ЮТ 


WEE- fGg. yo) 7 ah РЕ 
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Por outro lado, para todo (x, y) em IR, 


E Le sa Ok 
DOF horb- £0. - Oa (0. 


y+k)- 
| = 2xhk + h?y + hk, 


e jue 
= hı. Segue q 


Como, para (hi, 19 + (0,0), 42 = 1, resulta = м2 
ЕЕ MES w G (hK). 
\ ЕТЕТ ТАТИ Сет arem +k 
| юзо) ДЕ (200 +? 
= du |24 CEN rM ET (n= Bm i; eere, mnt que 
O T ра + + 


E (h,k) 


lim LL пао existe: 
(1) 590,0) IO. IO I 


Portanto, f é diferenciável em todo (x, v) de IR, ou seja, fé uma fun 
EXEMPLO 2. ciável em (0, 0). 


se (x, y) # (0,0) 
o 


D „y= dm f 
I 50900, mi 


se (x. y) = (0.0) 0.0) 
TA 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique limitada 


Solidi continua em (0, 0). Assim, [é contínua em (0, 0), admite derivadas parciais 
Solução não é diferenciável em (0, 0). 

[nào é contínua em (0, 0); logo, f não é diferenciável em (0, 0). Para a não-com 
fem (0, 0), veja Exercício 2, Seg. 9.1. Observe que f admite derivadas parciais: 


EXEMPLO 3 Jas funções dadas são diferenciávei 


BfGyy- xy 


fuo se Gs у) (0,0) аш 
| se (х,5)=00,0) y 
mens 
é diferenciável em (0, 0)? Justifique. em (0; 0)? Justifique. 


В xy 
Solução a 7 Se (x, у) * (0, 0) ef (0, 0) = 0, 


La 


LA f (x. 0) = f (0,0) _ = 0. 

50, 0) = lim ———————— ве (х, y) + (0, 0) e f (0.0 = 

q Y x-0 ay 

З ооу tim (09/0. y AR se (1,3) * (0.0 e/(. 0 

d v>0 y—0 - 
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11.2. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA DIFEREN 


Nosso objetivo, nesta seção, é demonstrar que а continuidade ema BAUR. Ю— лоо) 7 z (o EX AA (узу 
vadas parciais de uma fungáo f garante a diferenciabilidade desta furgão em тй i Я 

dos de A. Esle resultado é bastante importante, pois, em muitasocasides ое 5 

continuidade das derivadas parciais do que a diferenciabilidade diretamente pela 


P E лл k+ É г. yo) k obte- 
bos os membros da igualdade acima ¿E (xo. xo) A 3, So. о) E obte 


| Teorema. Sejam f. ACIR IP. A aberto, e (to, 9) € A. Se as derivada 


A ES 
= f (хо. 99)— z (xo, yo) A — a vo) к 


b ns | 3 
о. »-3, бю. | А 


ELL шылаш cem CEO ponto (y. yo), enti 
dicm ї Yo). nto será 


vel neste ponto. 


Demonstração 


IC, E) 


limitada. 


Y 


А (19:3) y (10:30) «E 


© portanto, - 


f (хо +h, y EI f (хо, 90) = f (лр + В, уу + k)— f (хо ER Lo É hoo += 50000 Z Gio = IT 


=0: 
f бо. 30 E) — f (хь 30), [ITI 
dij 
= 
Fazendo G (x) = f (x, yọ + А), pelo TVM existe F, entre xy e xg + h ul que xw 
ina função: Dizemos que f é de classe C! no aberto A se Pu forem 


El 


D- GG + A) - G (ху) = б' (Хул = SG 
(D 7 Gg + A) 0) ( а 


FEY б 


Do mesmo modo. existe F entre ур e yy + k tal que 
SA C IR? — IR, A aberto. Se f for de classe C! em A, então f será 


LET 
Ш) = S- (хо, y) E 
= (хо. 3) 
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EXEMPLO 1. f (x. y) = sen (x? + у?) é diferenciável em IR, poi 
E PS (Verifique.) Logo, 2 não é contínua em (0, 0). 


| não existe. 


E 


Ao Beso 


2y cos (a2 + y2) 
é contínua em (0, 0). 


são contínuas em IR". 


Observação. O teorema anterior conta-nos que se f admite derivadas 1 
estas são contínuas no ponto (xo. уо), então f será diferenciável em p п o, Ф (o, oi z Q,0K (W? +2) sen s vua 
entretanto, não é verdadeira: existem funções que são diferenciáveis mum ponto ЕЗ : = ro E 


ШИ + 


= yh? + sen 


derivadas parciais sejam contínu 


neste ponto. O exemplo seguinte exibe-n0S uma 


1 


Жу унш ў 
la утеп — e (x, у) (0,0): 


lo seG y) = (0,0) 


EXEMPLO 2. Seja f (x. y) 


a) Determine EN e 3 


A А 


b) Mostre que Z e z não são contínuas em (0, 0). 
kg 


¢) Prove que fé diferenciável em (0, 0). 
d) Prove que fé uma função diferenciável. 


Solução 
aj E 0.0)= tim 10:0 00.00 ou seja e (x. у) 00.0) uma função diferen- 
E Ес 0 se (х,у) = (0,0) 


Lo. 0)= lim / зеп 


o0 


limitada. 
De modo análogo. z (0,0) = 0. Assim. se (x, y) * (0,0) 
se (x, у)= (0.0) 


A seca 
se x. y) * (0,0) 


se (x у) = (0, 0). 


io contínuas em I são contínuas em todo (x, y) + 


p du d. 
its 


lo 7 зе: cientes de contínuas. 
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Em (0, 0), 
- ow ве (x, y) * (0,0) 
Y Es 
lim саж, ун. lim x, y) = (0,0) 
(00.0) di [TNT pose 
[o 
= tm [ais 
limitada. 
ou seja, 
з a Y 
lim = (0,7) = 0 == (0, 0) 
(ur (0.0) de d 
iferenciável em (xp. yo). temos; 
logo, contínua em (0. 0), De modo análogo, prova-se que É é contínua: 


Da continuidade dı 


Exerc 


ES E 


Y Y 
Гө Is уо + firo: yo) = So Gro yo) = Еа Lr P 
[ym 


diferenciável em ІВ: 


E 
ТЕ) 


dy 


E vma vo) 


= 0. 
(l(t. 3) — (хо. 3011 


09 erro que se comete na aproximação de f (x, y) por 


Y 


8 


0= 


C X * Z oy yo) (х — xg) + —— Gg. ху) (у — ур). 


feios 11.2 = 


Verifique que a função dada é diferenciável. fG уу = TG у) + Et y) 


af ym en TY b)fi y) =at 
ofan = ey дуб. уу =n ede) 

А " Ey) 
MG у) = xcos i y) NIE y) = are tg im 


б (ios GS 3) — (xo: oN 
Determine o conjunto dos pontos em que a função dada é diferenciável.  Justifi cM 


Seg. 11.1 (veja, também, o Exercício 15 desta seção), resulta que T (x, 
im que aproxima f(x, у) com erro E (x, y) que rende a 


ro mais ra- 
y Sex, y) * (0,0) 
ais = day : 


o se (x.5)=(0,0) JJ — (o. voll, quando (x. y) tende a (xp, Yo). ( Dizer que E(x, y) tende a 


“ue II (x, y) — (xo, yo) ll. quando (x, у) tende a (xo. Jo). significa que 
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dm — EG) o, 
ЕТЕУ 


Definição. Seja f diferenciável no ponto (xp, xy). O plano. 


Ф Гору) = E roma — z CT 


denomina-s 


plano tangente ao gráfico de f no ponto (uy, з 


N 


Observe que só definimos plano tangente em (xp, уо, f (xo: ур)) se f ford 
(o. o). Se f não for diferenciável em (xy. yg), mas admitir derivadas parciais, 
então o plano (1) existirá, mas não será plano tangente. Veremos mais adiante ga 
for diferenciável em (xp, yg). o plano (D conterá todas as retas tangentes ао graf 
ponto (xo. vp. f (хр. Yo). Е 


Em notação de produto escalar, o plano (D se escreve: 
É сөзу, Gor so), c1] 6: 3 = Go оо S 


Segue que o plano tangente em (xy. з. f (p. xo) é perpendicular à directo do ve 


s E 


A reta que passa pelo ponto (xo. уо, (49. Vo) e é paralela ao vetor @ denomin 
normal ao gráfico de f no ponto (Xp, x. f (Xp. Уо). A equação de tal reta é: 


(xo: уу. / бо. УШ) + А (Ze Ec yoh— 


reta normal 
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3x2 — x. Determine as equações do plano tangente e da reta 


# a.36-5* 


-* 126-2 
o = 2 E 


СА 
<A 


: ARE 


па 0 +30 2) 


СА СА 
= 2-02, 5 0.2.71 
»2 aso ea ( азу 02) 


AEIR. 


y 2 = (1,2,5) + A (11,3. — D, A € IR. | 


up 210,0) 
ESE 
0 se (x, у) = (0.0) 


а definição, para que f admita plano tangente no ponto (0, 0. f (0. 0)), f deve 
Em (0, 0). Se provarmos que fé nào diferenciável em (0, 0), seguirá que f 
nte no ponto dado. Temo: 


9r. СА 


5 (0.0) 0e $ (0.0) = 0. (Verifique) 
B0 0) = 0e 2 0 | 
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F(0+h,0+k)- 70.0) Y (o, oi Y (0.0) 
a EM EN E ма 
[TOS Em. E 
e seja tangente ao gráfico 
a pelos pontos (1, 1, 2)e (=1, 1, 1) e que seja tane 
E o plano que passa pel 
h 
Seja G (h, 4) = — — —— — —. Temos: a AU 
Jyh? + k? o plano que seja paralelo ao plano 2 эх + ye tangente ao gráfico de f(x. 
4 ds lano tangente a fico de f (x, y) по ponto (1, 1, 3). Calcule 
lim G(0,1)=0 К „ез equação do plano tangente ao gri 
150 


[E equação do plano tangente ao gráfico de f(x у) ne ponto ( mm 


lim Ga (= 
эб 


# 
E 
да reta normal no ponto (1, 1, D). 


x 


0,1). 


Eye L ne 
Assim, ос F 
Eine a equação 
LOk 0+)= f0.- O. 9 oa 3 X | onde ¢ (u) é uma função derivável de uma variável 
lim AO Ыы 


КУМ Jo. oi ico de f passam pela origem. 


não existe, logo, f não é diferenciável em (0, 0): portanto, f não admite plano t 


Mostre que os planos tangentes ao gráfico de f pas- 
ponto (0, 0, f (0, 0)). Observe que o plano 


: origem. — 


= o plano die seja paralelo ao plano == 2x + 3y e tangente ao gráfico de f(x, 1) = 


z- f(0.0) = 2 (0.090 0+ Z 0.00 - 9, 


E e sejam tangentes ao gráfico de f(x, 3) = x? + 3º e que contenham a 
o y*:-3ez-0. 

ES dos plános x + y + z 3 

o anketê aos gráficos de f(x, у) = 2 + + Y eg (xy 

= Î, sendo (à. b. f (a. b)) o ponto em que В tangencia o gri 


= 02-05. Mostre que 
o de f. 


7 = 1 — x? — y. Seja а o plano tangente ao gráfico de fno ponto (a, 
não contém a reta tangente à curva y (1) = (t, 1, f (t, 19) no ponto y (0) = (0, 0f RAÇÃO (e y) = 1-35 - y Sane plano tante e dE qndo 
fato, a reta tangente a y no ponto (0. 0, f (0, 0)) = (0. 0. 0) é: coma > 0, b > Oed? + b. < 1. Seja Vo volume dote 

оз planos coordenados. 


= (0,0,0) + afra улем Vem fungió de a e b. 


(ay 


av E 
n se Z (ah) = 0 e — (а, b) 
que, evidentemente, não está contida no plano ae b para que se tenha 757 F3 


Exercícios 11.3 = E оз planos fangentes ao gráfico de f (x, y) = 2 + 22 + y? e que contenham o eixo Ox 


função fx.) = xg (4 — y), onde g (u) é uma função derivável de uma variável 
id tangente ao gráfico de f no ponto (а, а, f (a, a)) passa pela origem. 


1. Determine as equações do plano ta 
dado. 


a) fix. y) = 2 vem (FCI). 
Bf u у) = Ê + yÃ em (0, 1, f (0, 0). 


dà 
(x у) difereiiciável em (xp yo). Seja 5 a função afim dada por $ (x, у) = a (¥ д) + 
Û c. Suponha que 


ох. = wy — хует (1, - 1f, —1)). 


дух, у) = ae ¥ em (2, Lf 2). 
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Г. у) = St») EG уу 


s Elx y) 
ТЕТТЕ (хө. уйй 


Lou, I “ч. EE 


Жк, yo +4) = f (хо. 90 


ão tanto melhor quanto menores forem os módulos de h e k 


Conclua que = Ор, ун), В = Z (хо, эр) e € = / (хо, yo) É o 
ъй + E (хо, s04 coma diferencial de 


referir-rios-emos a z (б, 


iva aos acréscimos / е k. E t 
agora, a função diferenciável z = f(x, y). Em notação clássica, a diferen- 
M ios dx e dy é indicada por dz (ou por df): 


EA 


- Lun di AN 


11.4. DIFERENCIAL 
А iva aos acré 
Seja f(x. y) diferenciável em (xp, ур) e consideremos a transfortiiggo К y), relativa aos асг 


mação é sinônimo de função) £ : IR? — IR dada por 


egue, referir-nos-emos a @ simplesmente como a diferencial de z = f(x, у). 


o Lag D scite E eost 
| (Аста usado para representar а variação em f. quando se passa de (x, y) a (x + 


Segue, do que vimos anteriormente, que £ (A, k) é a única transformação linear d 


IR que aproxima o acréscimo 
Аг = f(x + dx y dy) - f(x v. 


Го) + h, vo + K) — f Gg. Yo) 


А; 


com erro E (h. k) que tende а zero mais rapidamente que l (h, K) Il quando (i) 


Istoé, 
ção tátito melhor quanto menores forem os módulos de d e dy 


(хо, Yo) E FE 


ов Hh + O Faso o vodh + 
E 


Ba diferencial, calcule um valor aproximado para a variação Аг em z, quando 
ET 102еу = 2,01 


Сот 
nã 


dx + x dy 


0,01 resulta Az = 0,09. 
y = (1.02)? (1,01) — 2 = 0.091204 (valor exato), 
do na avaliação acima é 0.001204. 


Seja T (x, y) = f (xo Уу) + Z spe х) + z (ху. 99) Û — 9 St 
k 


gráfico de Té o plano tangente ao gráfico de f no ponto (xo. yof. f (xo 30): Fi 
hey = yo k vem: 


F (xo, ok, 


T (xp Fh у +E) f Goo = L tao, sh 


L(h,k B 
Segue que L (h, k) € а vari: ¡ando se passa do ponto (x 40) PER du 
^ f) х= are sen uv 


h ур +R). 
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a) Calcule um valor aproximado para a variação Az em z. quando se asa; 
para x = 1.01 e v = 1,002. 
bo Calle um valor aproximado para z, corespondente ax = 1.01 ey у, 


а) Calcule a diferencial de по ponto (1, 8). 
b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e. 


339. 
€) Calcule um valor aproximado para a variação Az em. Е 


quando se passa de y 


ile um valor aproximado para a variação АА na área de um retángulo qi 
variam de x = 2 теу = 3m para 0 me) 7 m. A] 


caixa de forma cilíndrica é fita com um material de espessura 0.03 їп, As m 
isa é sem tampa. Calcule um valor 


Um 
пах são: altura 2 m e raio da hase | m. A 
para o volume do material utilizado na caixa. 


6. A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = — watts. Se Ve [00 


R 
10 ohms. calcule um valor aproximado para a variação AP em P, quando V deer 
e R aumenta de 0.01 ohm. 


l. A altura de um cone éA = 20 em e o raio da base r = 12 cm. Calcule um valori 
para a variação AV no volume quando / aumenta 2 mm e r decresce 1 mi, 


203 


Calcule aproximadamente (1.01 


outro, у = 4 em. Calcule! 
menta 0,01 cm e бест 


Um dos catetos de um triángulo retângulo é x = 3 em e 
aproximado para a variação Аг na hipotenusa г, quando х à 


Defina diferencial de uma função de trés variáveis 
Calcule a diferencial 


ayw = ayz Dr ALME 


Funções Diferenciáveis 


vfa n= 


que f (x, y) seja diferenciável em (xy xo). Temos 


: Y y vo) + Elo Y 
E (sg sg (79) S Goo yo) + Elx, у) 


Calcule aproximadamente (0.01? + (3,02)7 + (3,9) 


11.5. O VETOR GRADIENTE 


Seja z = f(x. y) uma função que admite derivadas parciais em (хо yo) Vetor 


ar 
ES 
denomina-se gradiente de f em (xp, y). Outra notação usada para o gradiente de. 


É grad f (x. yo). Geometricamente, interpretaremos Vf (xj. yo) como um ator 
ponto (xg, Yo) 


V fis dm) = ( (хо. Pod | [3 ») 


EXEMPLO. Seja f (x, y) cule Vf (1, 1) e represente-o geom 


Solução 


x 


v fon [Lex у, 


(5 os «| = ex зу) Assim, 


lim 
ES 


209 


lim 
XX, IX- Xol 


Se f (x) for função de variável real e diferenciável em xo, então 


Ро) = Flag) + /' Gg ( хо) + EGO 
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ше imagem de y está contida na curva de nível y 
imagem de y. 
e para todo 


com 


YO VI 


ivel, cuja imagem esteja contida na superficie de 


lo de uma curva y (1), diferenció 


Sendo f(x. y) diferenciável em (xp, vo), nada mai Pod = 1 
da de fem (у, yo) рог: / (xo, x) = Уз, эр). А. E o 
o gradiente de f em (xy. у) que Vf ( 

Mais adiante, destacaremos as principais propriedades do vetor gradiente, ex + رھ‎ 


qualquer, com imagem cont 


s natural, então, da que 
ssim, a derivada de Je. » 


^y (0 = 0. Interprete geometricamente. 


sea) = (c) y (0, (0) ¿ma сила 
eid رھ + ر‎ +92 = Letal 


+9: 
tida na superficie de 


Exercicios 11.5 == - 


1, Calcule V f(x, y) sendo f(x у) = 


| x ente à superfície de nível dada, no po 
deus je de nivel + 4y? + 9: = 14, no ponto 
i Ф сар 


2, Defina gradiente de uma função de três variáveis. Calcule V f 


DERE +2 э +у + 


aeta 


sar! d) are Ž 


3. Sejaf (ry) = — 


PITT bcp 
1-1) d). 


Represente geometricamente V f (sy x) sendo (ду V = 


4 Seja f(x, y) = are tg À. Represente geometricamente V / (хр, xy), sendo Gy 


circunferência 1 


S Seja o у) = 4? y е seja y (0) = (r 0, y (0) uma curva diferenciável 
contida na curva de nivel f(x, у) = 1, isto é, para todo t no domínio de y, AE AJ 
exemplo de uma tal curva), Seja y (ду) = (i уу). Prove que у (tg) + Vf Gi 0 
geometricamente. 


(Sugestão. Para todo t no dominio de y, (x (0) + (v (1))? = 1; derive em relação ate! 


6. Seja f(x, у, ЖУ + E eseja y (r) = (хш), y (e), z (1) uma curva diferencial 
está contida na superfície de nivel? + y? + z = 1, Seja y (tg) = (to. Yo zp) Prove 


V fO. у ду) = O. Interprete geometricamente. 


7. Calcule f" (x, у) sendo f(x, y) = 


DE Dr 


owg d) arc sen xy 


aede seja y U) = (cU) v (0 1 E 1, uma cursa тесме! Й 
contida na curva de nivel f (a, y) = 2. Mostre que para todo £ em /. ү (9 
exemplo de uma curva cuja imagem esteja contida na curva de nivel ху 2 3 


Y) = (sen f, sen? p. 


9. Sejam f(x у) = y — 
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12 


0 se X= Xo 


до. Observe que e (X) é contínua em Xg. w 


acima nada muda se supusermos f uma função de n variáveis. 
E nciar e demonstrar a regra da cadeia para derivação da composta de uma 


E variáveis com uma curva, vejamos o seguinte exemplo. 


REGRA DA CADEIA _ 


É sejam fts, у) = e у) = (7, Ê). Considere a composta F (1) = f (Y (0). 


12.1. REGRA DA CADEIA e verifique que F’ ( = (УО) Y (0, 


Sejam f(x, y) uma função definida num ab. 
6 E fun la num aberto 4012, y (r) uma ai 
tervalo Г. tais que y (t) E D; para todo t € /. Nosso objetivo a seu ei 


forem diferenciáveis, então à composta F (1) = | 
ш р (0 = f y (0) será, também, diferenciáve 


F' (0 = Vf) o 


onde V f(y (0) + y” (1) € o produto escalar dos vetores V. n 
Vamos precisar do seguinte lema. Rd 


| Lema. Se f: A C IR? — IR, A aberto, for diferenciável em Xy € A, então! 
| função ¢ (X) definida em A tal que 


VO y @ = 5 = Е (0) 


LOO — Fg) = V (X9) - (X — Xo) + e (0 NX — Xoll 2 
? DO 0 Sejam: A C IR? —› IR, A aberto, e y: 1> IR, tais que y (1) € A para 
valo |, Nestas condições, se y for diferenciável em 1 e fem Xp = y (t). 


F (0) = f (y (0) será diferenciável em tp e vale a regra da cadeia 
F' (to) = V f Or tg) * (0). 


com lim e(X)- 
E 


(Xo) 
L. 


Demonstração 


Sendo f diferenciável em Xg tem-se 


a todo X € A, 


ДХ) — FAX) = V fg) - (X — X) + E 
400 SF (Xy) = V fO) - (X — X) + p (DIX — Xo 


com 


lim p00=0= (Xo). 


X2Xx 


214 Um Cursa de Cálculo — Vol. II Regra da Cadeia 215 


Subs lo vi 3 3 
ubstituindo em (D X por y (1) е Xy por y (fo) е dividindo por + gp E f Ê devem ser calculados em (x (0. y (D) quando 5 for 
pdido que = e ay a 
LOM Оо) уруса ZOV + رہ ہے‎ S HR 
2 i ЧА did ja ocorrerão, ainda, problemas do seguinte tipo: são dadas as funções di- 
Observe que Ue x (D ey = y De pedese ir SÉ. Evidentemente, o que 
= [с (D). у (0). Assim: 
Uyu- ушуй teto | yO- yo; fet 
7-0 1-0 to 4 af de, òf dv 
Te EA У ara ay de 
o 
tim edo E og e tm [10-740 
m, E ч de om dy 
dio dy di 
resulta 
* da mesma forma no caso em que fé uma função de três ou mais va 
(1) — YR 
im piye OY o, 2 de 
fort 1-0 xx ey = 2 + 1, Calcule 7- 
Logo, 
ви) = tim POTE, LD fro) 
(эъ ер E 11 
22? » 


À demonstração do teorema acima é exatamente a mesma, se substituirmos, 
variáveis por f de n variáveis. 
Segue desse último teorema que se f Гог diferenciável em A C IR? e dife 
1, então a composta F (1) = f (y (1)) será diferenciável e, para todo t еп), 


Е'ау= TIO y (0. 


Fazendo y (1) = (x (2), y (1)) e lembrando que 


(д, д, » 
vifa» = |2 КОКО °=( 
ax ay 
resulta: 
4۴ = M (Gu). ya EE + A an. 0) 
dt dx di dy 


Escreveremos com fregiência 
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ou seja, 
de 
dr 


Me (21 + тра? + 227 af 


2% (1,943 52 (1.4) 
28а ду 


EXEMPLO 3. Seja F) — fe”, sen ñ. onde f(x, y) é uma função dada dı (x, x? + 2), onde f(x. y) € uma função dada, definida e dife 


ivadas parciais de f 


а) Expresse Fº (1) em termos das derivada de f. $ 1В7. Expresse g’ (x) em termos das d 


parc 


b) Calcule E” (0) supondo 2. (1,0) = 5, 


AY 


Solugdo 


PER SIS, NA 
a) Ка) = fx, yr onde х = ы? ey = sent. к= ر‎ tI ena 
dF af dy àf 
=E „ууй a MF ду 
di ax кш ду Ge» 


3 


Daí dane Ler) 
„АУ Лар. I: eo + aços 
к= seni) 2e" + EL (ы? sen у 
E 

eS 2 à 

by F' (0) = A 1,004 ŽE (1,0: 1: logo 
x D 
E Af us. 
F' (0) = 5 ENE:s-b--^7 + 1,30 0. 
А ax ау 

EXEMPLO 4. : = f. 3x + 1), onde f (u, v) é uma função de classe Clem 


4 
a) Expresse © em termos das derivadas parciais de f 
" 


“com as variáveis, vamos primeiro substituir x por £- Assim, para to- 


و 2£ 3 )04,4 21 


b) Verifique que E 
au Е 


fr Mna. 


Solução Д lação 4.7 dois membros obtemos: 
Sendo f (и, v) de classe C! em IR, f (u, v) será diferenciável em IR; u 6 Я 


também são diferenciáveis. Podemos então, aplicar а regra da cadeia. © Lr 1,367 1)] 20. 
n 


a) z = f (u, vu 


ере зт 


de ‚ә а 
Grego Ж + Lean D 


ou seja, ax di ду di 


97 G+ 1,3-0 +3 27 (м +1,зг-1) 
E 


dx 


218 Um Curso de Cálculo — Vol. U Regra da Cadeia 219 


teremos, para todo 1, 

à 

SEG +1,з,-1›=-2/ Ge nón 
ge ay 


ar af 
35 Gre ar 1)+3 27 
rs )+3 A 641391 8 
E З de 
PEN 12), onde f'(x, y) é uma função diferenciável dada, Expresse ^ 
iais de f. 

àf af "-m 

S Br Lar me ; 

a; + han зу (27+ 13r pj 
Segue que, para todo x, 

af of 

EL apra dye " 

эх tm =D ares p 
Observação. Sej T inções difere 
кет jam. Gs у). g (а) e fi) funções diferenciáveis e seja (a) 


Ft G0. h w) = f Cy w). 


Pela regra da cadeia 


2 Sejam Aè В abertos do IR?, f(x. y) diferenciável em A, ¢ (u, v) ef (u, v) 
y E em В tais que, para todo (u, v) em В, (e (и, v), h (u, v)) EA. Seja 


Й? o 
a; fe hong m VOD = V fy 6) - УЖ Йй 


F (u, v) = f(g (и, v), h (u, v) би, v) € B. 


mudança de variáveis x = g (u, v) e y = (и, v) tra 
(x, y) na função de duas variáveis 


ou seja. 
sforma a função de duas 


d af à, 
gA =>. ' £ y 1 
d Uf C2, В Gp ] y Oh oan (у) + E? (е б), AG) 


ze F (и, v) = f (и, у), (и, 0) 


amos, agora, resolver o exemplo anterior trabalhando diretamente com a equa 


fx + 1,31 1)=4, 


y z af à ef à à à, 
BRR D(a 22 2 , 2L 2 | onde 25 e EL devem 
ди ду ди ди Ax ди ду ди dx ду 


Derivando em relação a os dois membros, obtemos: 
А mo ponto (g (и, v), h (и, v)). 
T [fe 3c 10] = 0. 


dx 
ә 


ou 22 
ðv 


af ox | af ду 


ay ду 


ГО „> 
av — ay àv 


Como (veja observação acima) 


d à, 
q Gr do ŽE atra Y 
dy Ox ду ү 
åF 
Y) Onde х= g (u, v) e y = fı (u, у), Para calcular gig Vamos aplicar a regra da 
E u 


LV Como constante; tudo se passa como se x e y dependessem apenas de и: 


А 
Y (зу + 1,2 - 1) + 3 2 асъ, 


x ду 
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SF а а ; 
E dE + 9/ уу 2r 
wu әх y DES " 
92 (x, у). 
onde x = g (u, v) e y = h (u, v). ду 
А à а ду 
3 дк ду, de d ar ар уу Eg É (уу 97 
Cuidado. Es eL eno L eL po Я 2F a= Han у 
uidado. Escrevemos TT е 2 епо 7. e SP por se tratarem de de 7 ах 90 ду a0 


Е 
Б) Para calcular LE. vamos aplicar а regra da cadeia, olhando и como co 5 СР 
д> 
passa como se x е у dependessem apenas de v: BE o = -rsen 0 ŽL (х,у) + reos o SE (ху) 


д. а. 
RE, o = -sen 0 L у + cos 0 27 (xy) 


onde x = g (u, v) ey = h (u, v r 50 ax ay 


EXEMPLO 9. 


z= f(u? + v?, uv), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada. р @ por sen Ө, @ por cos Өс somando membro a membro obtemos a rei 


mos das derivadas parciais de f. 


0y=3 La, 


1. Suponha z = f (x, y) de classe C', (1.2) = 
Solução E 
fa que а imágem da curva y (т) = (7, 31— 1, z (0), 1 € IR, esteja contida no 


z= f(xy) onde x = ih + ey = uv. 


BEI رر‎ ta uy) AL q + vê, um) + A ção da reta tangente a y no ponto y (1) 
du dx ЖА ay ах a Е 
2 а а ? 
ELM. M وی‎ ŽE = ay P yr M ду) э). Como a imagem de y está contida no gráfico de f. para todo 
av Әх ду v ax ay 


(0) € бу, logo, z (1) = f (P, 3t - 1). 


onde x = 02 + vey = uv 


EXEMPLO 10. F (r, 6) = f (x, y) onde x 
diferenciável dada, Verifique que 


= ? Lo 0) + sen oz 


»- (7. 0. 


Solução 
Gn y (MM 


210 =f (x (D,Y (0) 
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b) A equação da reta tangente no ponto y (1) é que, para todo A, o ponto. 


о 


(D+ АУ (D.A € IR. (gc A Gg yo + AY (9). f Qi 30) + AZ (o) 


Temos: 
y0) = (0,2, 20) = 0,2, f (1, 2) = (1,2, 22; 


eL = 0 + 2 a E 
O + oe + y Cor 300 79 


yo (2 


é fazendo em Dx = x + A (tg) ey = ур + АУ (tg) obteremos = 
io): [M para x = xo + AY (ig) ey = yo + Ay’ (00) temos: 


а. пуж SE (to 
EN. Еа (б so) A бу) + SE Coro) AY (o) 


Assim, 1 = De. portanto, ©) 


2n 


DÊ (xo 39) 2º (10) + E Gg 
Y (D) = 0.3.18. Jg + A [ H (y S) X чо) 55 


vo) y 60) | 


A equação da reta tangente é, então, 


(x = (1.2, 22) + A (2,3, I8, A € IR. 


z =f (xo, Yo) + AZ" (ду). 
O próximo exemplo mostra-nos que se y for uma curva qualques 

cuja imagem está contida no gráfico da função f (x, y), diferenciável em (ду, i Й TEN 

reta tangente y no ponto y (ду) = (xy. Yo. f Gi. Yo)) está contida no plano tan são supostas de classe С! ou diferenciáveis, quando necessário 

pm 


T3 2 
3 К = sos descritos no Exemplo 2. 

EXEMPLO 12. Seja f(x, y) diferenciável em (xp, уд), y (f) uma curva difer ЩЩ} proces d 

cuja imagem está contida no gráfico de f, Seja y (tj) = Gg. x y), Então 4 " 

gente a y no ponto a у (rp) está contida no plano tangente ao gráfico dej no pont pe... 


EY s sen te y = cost. 


Solucáo Ina! ie), x = sen 3re y = cos 3r- 


Seja y (1 ШИШ? - 1). 
# (Û em termos das derivadas parciais de f 


2 1 
E (O) admitindo 27 (0, 1) = + 
ox 3 


2(0 = fer 


Sendo f diferenciável em (хо, yo), x (0) e y (1) diferenciáveis em гр, podemos ap 
da cadeia para obter z’ (19): 


of 


® у) = TE (xo. sa ш) + 


xg 39) Y 0) 


A equação da reta tangente em y (fo) é: 


af 3 
29 = P — м. Mostre que L (1, 2) =- (1,3) 


[E d 32 


ue, para todo т, f(7, 
= б Yor Co 39) + A Ce (л), (1q. z” (99. À IPS E 
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iis de f. 


Expresse = em termos das derivadas parci 


3 2 2 Honde x = Pey 
a) Calcule EE (3, 1) admitindo x anez TED = 
ax ay 
i ji уу sen 3r, onde x = 2ге y = M Verifique que 
2) Determine a equação do plano tangente ao gráfico de / no ponto (i j Mo = c y) аз. onde x = 2r e y = эуел E 
куа Я 


5. Suponha que, para todo x, f (3x, а?) = arc tg x 


3 psa ج‎ | 


6. Admita que, para todo (x, y). É | 
E Jr y) cos 3t + sen 3 F 
= af (s y) cos 3r + ses FE ау 1 


af af 
tana رر ب‎ =2 
ге ence 


Calcule g' (1). sendo g (1) = f (2 cos 1, sen 1). 


7, Admita que. para todo (x, y). 


= y + 2y Mostre que 


a 


ОЕ 


O, para todo x € D, Mostre que 


а 
„© 
ах 


оло v») onde = 2х ev 


de 


Prove que f é constante sobre a elipse — + y 
4 


E (x) uma função diferenciável tal que f (x, к (9) 


à s gc 
EET ig 
Tu 


f (у) são funções diferenciáveis tais que y (1, t) = 0, para todo + Suponha / (0) = 1 
= (r fun no 


Mostre que g () =| + 
reta tangente а y (1) 


> |22 0, é constante. а 
9 (0 Deas (0, 1) = 4. Determine a equação da n 


ENT. cce К 
10. Seja = = fl + 2 — v), Eapresse ŽŽ e LE emn termos das derivadas parei Й имир де; 
a m " vci tuis que, para todo (x, у) по domínio de gf У 

И. Sejaz = fta — v.v — u). Verifique que - : _ 
/ rifique qu f a se La se 0.1.9 =10 

ax ov 3 


he а equação do plano tangente ao gráfico de g no ponto (1. 1.3) 


+ & чо, 
× تر‎ E IGI? e); suponha Z (0,0,1 

12. Comidere а fugio К; э) = 4 | È, 2) most ques 2E +y E 2: 

э x E / (5) em termos das derivadas parciais de f. 


cio vd 


1а рее ябаа e für acr bi). a e b constantes, é solução da eq 


D 


i y) = ха? + y, 2y, 2x — у). Expresso E em termos das derivadas parciais 


E 
a wy y 


227 
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алина de funções que verifiquem а 


23, Suponha 
ponha que, para todo (x, v), f(x, y, 42 + м 
Mostre que. 


ar 
2 US 


f ¢ 
no aberto A e homogénea de grau А. Prove que — é homogé- 


24. Seja F(x, y 
y) diferenciável 


2£ da, y) para todo г > 0, e para todo (х. 


isto é. 2f (х,у) 
мог. que (mv Е 


дЕ 
s= +y 
ar 


pm (x 0) € A- 

| Derive em relação a x os dois membros de (ts 
) e al que ftx у) = rft 

existem reais ae b tais que f(x, y) 


rfe 


x v) para todo r E IR 
ax + by 


definiga em IR, diferenciável em (0.0) 
EIR Prove que fé linear, isto é, que 


25. Seja F (u, v) diferenciável em IR, com ZE. * 0, para todo 
) diferenciável em IR? c ^. v) * Û, para tod 
: J, para todo (и, y). 


todo (s у). F (xy 
Ft 0, onde x y), Mostre que y ZE — 


LE C ee #0. 
E+ 


26. Seja f(x, y) diferenciável e hom 


se (x, y) = (0, 0) 


ar А 
a) a Lu tm +d 2E Й 
D ay (tt 40 = AP 7I Fla. b) para todo r > Oe para ii В 

(an b € A i je 
que (x, y) = tf x. y) para todo te todo (x.y) 
io. 32 e responda: f  diferencidvel em (0. 0)? Por que? 


#) (Relação de Euler), Conclua de а) que 
para o Exercíci 
у) diferenciável em IR? e tal que para todo (x, у) em IR 


f Ld 
ےک و + کک ۾‎ 2 
E 


(Sugestão para a): Derive em relação a f ох dois memb; bi) = (D) x=u + vey= u шие 
0: Derive em relagá dois m х def (at, bt) = j a ВУЙ 
que a função g (w. v) dada por g (u v) = f(x. y), onde y ды 


27. Seja f(x, y) defini 
linda e diferenciável na bola aberta A, Suponha que f verified а 
ara alguma função e. definida e diferenciável 


Euler 
= беш IR^. Conclua que g (u, 1) = e) p: 


°/ ar 
D yes Laye 
N+ = А/Д. у) 


ar 
“uma Familia de soluções da equação (D. 


Pris que Fe 
'ove que fé homogénea de 

беа de grau À 

Êv + arc tg (sen (x — у)) + 1n [I + G7 PI 


а-у 


( Sugestão 
( sugestao. Mose que к п) = Ll A 


OF (Não precisa fazer contas!) 


28. Seja ф (и) uma funçã 
Ча Ф (u) uma função diferenciável qualquer. A função f (x, y) = 
code Baer SÉ 4 A : 
Aro gs M Pera /^CÀO DE FUNÇÕES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE. 
" EMA DAS FUNCOES IMPLÍCITAS 
S a füngào y = g (x) é definida implicitamente pela equação f (x, y) = Ose, 


et are Û e | 
— verifica a eqa ®/ + y LEE 
a 


29. fix у) = 


fs g Од) = 0. 
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Admitindo que e к sejam dierencióveis, vamos deduzir uma fórmula parag, 
af 


| A função diferenciável y = y (x) é definida implicitamente pela equação 


(x, 8 09) # 0. Então, derivando em rep 3 


em todo x € D,. para os quais А Bay 


ду 
membros da equação anterior, obtemos. 


Life RE =0 


ou 
af dr | af 
B ge) = + eg (ga 
эх 2 шс * رو‎ CE = 
e, portanto, 
| af 2f 
ы у) == 09» 
"m MU dv _ x = 
Y а d E 
ipm dx Ў yy 
ду o ду 
af 
desde que — (x, g (1) +0. 
dy 
саба М = dx 
Da mesma forma, x = A (+) é definida implicitamente pela equação f y) = 
todo y € Dj, 
fU (у). у) = 0. 
Supondo fe h diferenciáveis e derivando os dois membros da equação acima етт 
y, obtemos: 
f MON 90-0 
dy D 
E 
ou 
of dr af dy 
+ ¿Lay =o 
rds AP qure 
e, portanto, 2 = A 
к ity 
Suponha que а função diferenciável z = g (x, y) seja dada implicitamente 
JE Y, 2) = 0, onde fé diferenciável num aberto de IF. Verifique que 
| 79 
2f 
odo y E Dj, com 27 (h (y), y) £ 0. 1 
em todo у € Dj, com Fr 0000) * 0. | Gna 
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em todo (x, y) € Dy com ^£. (x, у, g (4,9) #0. 


af 
f Y (х, у, 7 

E ду 
= fã Yet) -— TEX 

д ду “ д, 
mi o рі (x, ¥ 


z (x, y) é dada implicitamente pela equação 


A função diferenciável z 


3 
+ + د 


em todo (x, y) E Dy com ZZ (x y g (x, У) * 0. 


Solução 
a) Para todo (x. у) E D, 


[o] ШУ 


Derivando em relação a x os dois membros da equação, obtemos 


= 


à E 
— UG y, gt y) 7 0 
дх 


ou 


como 


b) Derivando os dois membros de (D em relação a у, obtemos 


= 
[fC y кх. I=0 


n 0 1 


berto 


la Cadeia 3 
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[0] 


onde F e G são supostas diferenciáveis num aberto de IR, Expresse LE q 


das derivadas parciais de F e de б. 


Solução 


Dizer que y = y (x)e z = z (x) estão definidas implicitamente por (D significa 


xeml, 
© FQ у(х), 200) 70 e Gi у(х), z 00) = 0, дЕ oF 
5 ду dz 
fica que a imagem da curva y (x) = (x, y (x). z (x)) está contida nai | * беш (x, y (х), 2 à). 
das superfícies F (a, у, z) = Qe G (x. 1,2) = 0. 2G aG 
jay ac 


CF. б) e usado para indicar o determinante jacobiano de Fe Gem 
IAS 


símbolo 


Para obter E 
а 
ar 
p оо ô (F, б) ы 
die 2) à. x) 2G 
ах 
ou seja, E 
dx 
QE ids ; 
dy dx " Ен 
2G dy y" FE 
TS. 
dy dx 
Sejam y = (x) diferenciáveis em IR e dadas implicitamente pelo 


Pela regra de Cramer, 
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o 


a) Calcule © 


-3ertyti-l 
de^ dx Зех+у+& 


b) Determine um par de funções y = y (x) e = z (x), z > 0, diferenciáveis e dadas implicitamente 


sistema QD. 


z (x) que sejam dadas implici 


Solugáo 


dy | dz 


а) Para obtermos ST e, vamos derivar os dois membros de O) em relação ax; | 
vando que y e z são funções de x: É A 
3É deny cup ја авео Жї 
de dx di 
CEASE mos 2 6 Eg, 
а а а dy 


Assim, 


1= Zo. ou seja. 1 + а 


Resolvendo о sistema obtemos: 


Ze 
dx 2? ei 


E d al s 
(Sugerimos ао leitor calcular 7E e “= utilizando o exemplo anterior) 
de ^ dc 
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“om (xg. 31) € (Xp. 92) em В. Fixado xp. consideremos 


Substituindo y 


= xa 1 equação e observando que z > O obriga = 


Assim, y = I = tez = 42x - 2:2, com0 <x <1 


e 


vista que E (xp, Yo) = 0, resulta; 


Fiy) <0 e Fog yy > 0. 


=1 
Até agora, o problema referente a uma funçã (х) dada implicit 
equação F (x, y) = O era colocado da seguinte forma: rd у 


y 


definida implicitamente pela equação F (x, у) = 


significado se realmente F (x, у 


exemplo, x? + y? = 
(ЖЛ) 


terá, neste caso, nenhum significado. A 

O teorema que vamos enunciar a seguir fornece-nos uma condição suficiente p 
equação F (x, y) = 0 defina implicitamente uma função diferenciável y = (0). | Jal; Observe que yp = g (xp) é o único número em J tal que F (y. ур) 
rém, vamos ver alguns exemplos. O € pela continuidade de F, existe um intervalo aberto /, com xy € 1. tal 
do x El, (x, у) e (x, уз) pertencem a B, com F (x, у) < 0e F (x, у) > 0. 


EXEMPLO 7. Seja F (x, y) de classe C! num aberto A de IR? e seja (xo, Yo) As 


D 
vo) = 0. Suponha que a (xg 30) > 0. Prove que existem intervalos abertos Zed 


Te yo € J, tais que, para cada x € /, existe um único g (x) € J. com F œg (9) 77 


Solução 


Ea 


é continua, pois, por hipótese, F ё de classe С'. Como 2£ (ху, vo) > ® 
ду ay 

da conservação do sinal existe uma bola aberta В de centro (xp, уд). que podemos 
tida em A, pois A é aberto, tal que 


6) > Oem B, para todo x € /, a função 


G y) > Oem B. 


F (x, y) Q fixo) 
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É estritamente crescente em [y], y]; tendo em vista 


que F (x, yj) < ge p. 
teorema do valor intermediário e pelo fato de (3) ser est 


iritamente Crescente, 


tm único е (2) € у, yal tal que Р (s, g (9) = O (veja figura seguintejo EIS ex 
Wa, у) — Go» хо)! 
у уо 


ЕР w (y — yg. 
0) + 665 ау) (ху, ууй 


y se (х, у) É Gr. м 
e Уту, y) = Gg oMi 


X 


A função g : / —> J está definida implicitamente pela equação F (x, y) = 


GG). (FG в (9) 0) 


o se (x, y) = Go. Yo) 


Observação. Para todos 3j e F), com ур < F] < yg < 
encontraremos um intervalo aberto 4, C /, com xq € 1, i 


al que Yo 


lx, y) = (хо. 


eG. у) se (x, у) = (хо, 30) 


Eh = ¿(00€ lí 


am se (x, у) = (хо, 30) 
logo, g é contínua em xy. Deixamos a seu cargo verifi 0 


EXEMPLO 8. Suponha F (x, у) diferenciável em (xp, уу). Prove que existem] 
¥) ¢ v» (4, y), definidas em Dp, tais que 


dx › 
+ | (% у) ( ag) + е; (ху у) (у yo) 


AF F 
o FG, у) = Еч уу) + E (ду sg (e + EIL 


com 


1 =0= e "EDT Es 
te Rc nod O erit راک‎ REN Е = 8 (X) & yo = g (xj) em O do Ex. 8 e lembrando que F (x, g (4) = De F (ag, 
sulta, após dividir por x — xp (x + xp): 


Solução 


Pelo lema da Seg. 12.1 ITE 

x x0 

= s åF AF " gx) — eiro) 

FG 9) оол + SE Ogg) (ag) + Ê Gg s) у ¬ +оо) ERES 
E ay 


хо 
eG у) (ху) — Очу yo) I 


дЕ 


onde lim еду) =0 = (х yo). 


Gm (за) 


бу. Yo) # 0, resulta: 
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дЕ 


2n " F ser de classe C! e g сопи s fungies — (x y. 
gp = tim 800-600) pr Coe le que, pelo fato de F ser de classe C" e ¢ continua, as funções y 
É „ак — 3 ГА 


хэм xX-x39 = 


ôE RAN 
alo De rs (x, y)) serão contínuas em В; logo, ZE e gy 
contínuas em В, isto é, g é de classe С ! em B. 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x. y) = 0). Seja F (x, y) de classe: 


aberto A de IR? c seja (xp. 19) € А, com F (xg. Yg) = 0. Nesta condições, se A Jas implícitas (Caso F (x, 3,2) 
i E К кес no aberto A de IR? eseja (ҳо Yo 20) € 

0. então existirão intervalos abertos Ге J, com xy € e yy € J, tais que, рар са а n 
à 0. Nestas condições, se > 


existe um único g (x) EJ, com F (x, g (O) = 0. A função g : 1— J é diferencia] T 
E Le um par de funções y = y (Oe 


ое G (x у. г) = 0). Sejam 
A, com F (xp 


+ 0 em Gp. Jo Cod 


rum intervalo aberto /. com xy, 


дЕ 
PIED в e de classe C! em Г, tais que, para todo x El, F (x, y (X), 2 (0) 
КЕ dT 1 DECO) = 0: além disso. s = у (xo) € ду = = (xo). Tem-se, ainda: 
m i 1 
ду Э(Е, б) å (F.G) 


Demonstração 


Veja Exemplos 7,8 е9. в 


> NE ч дЕ 
Observação. Se a hipótese ZÉ (xp, yy) + 0 for substituída por ZE (xp, уу) + e 
as ER 


lirio intervalos abertos / ¢ J, com xy € I e y € J, tais que, para cada y Edu 
único А (у) € 1, com F Ur (у), у) = 0. A função A : J — I será diferenciável e 


e G sio classe Clem A, e 


ar 
" GG (у), у) o Р 
; ду А E 
Ay AAA дЕ SAYA A 
E + s> (хо. Yo. Zo) —— (х0, ¥0, 20) 
T (h (у), у) ду“? а zn 


IG 9G 
E (хо. уо о) Z8 о. 30.20) 


Teorema das funções implícitas (Caso F (х, y 0). Seja F (x, y, z) decli 
no aberto A de IR e seja (ҳо, Vo: 2g) E А, com F (xy, x. zo) = 0. Nestas condi 


2 (F. €) permanece diferente de zero numa bola 


o 2 


г С 24) + 0. entáo existirão uma bola aberta В de centro (xọ уу) EU ha da conseryação do sinal 


D 


#(F.G) 


a02) 


o Yo, 29). Podemos, então, supor que + 0 em A. Segue de Y) 


aberto J, con ida (x, y) € В, existe um único СЄ 
Fx у, g (x 1)) = 0. A função z = g (x, у}, (x, у) € B, é diferenciávelie 


Jo FO ou E i „ Jo. 20) * 0. Suponhamos (ху. Yo 20) + 0. Pelo 
z C0 Jo 20 


ak DAE 
TIE, T yg 
ag A a  dequação 
E ym dE ر گم‎ 
| i IS Fy, 
= itamenté uma função z = g (x, у), (x. у) € В, sendo g de classe С! na bola 


Demonstração "шө (xy yo) e ду = g (xy. Yg). Consideremos, agora, a func: 


Deixamos a cargo do leitor adaptar a demonstração do teorema ашепогГа! H (x, у) Gi x AAN € В. 
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^ oH 
Temos: H (x, y) é de classe Cl, H (ху, yo) = Oe 2H 
а Goyo) = бе © (хо, yg) = 0 G 


equação 


ay APS 


H (x, y) = 0, ou sej 


"Gi yg ууу = 0 


ES, 
a 
E 


I 
te para que x, seja ponto de mi 


< бет буу Y) 


defîne implicitamente uma função y = y (x), x € /, sendo »G) Aê 
^ © ) des Tasse 
aberto Ze yo = y (xg) ( € Л. Deixamos para о leitor completar adena G 


No Vol, 3, voltaremos aos teoremas da função implícita е da função in no local de s. 


د |‚ 
) 


Exerciolos 12.2 == —— 


x, y) é dada implicitamente pela equaçã 


1. A equação у? xy x^ = 4 define implicitamente alguma função dife 


suposta diferenciável e 


v 


e 
kay og 
Ax ду 


(Sugestão. Observe que (0, 3/3 ) satisfaz 
(caso F (x, y) = 0)) 


“equação e utilize teorema das funções 


2 Mostre que cada uma das equações seguintes define implicitament meno PN сиу E 
У a EN itane o REN diferenciável z = z (x. y) € dada implicitamente pela equação / | — 
diferenciável y = y (x). Expresse = em termos dexey д 


io), onde f (u, v) € suposta diferenciävel e = 


a t seny = r ny s etos 


3. Mostre que cada uma das equações a seguir define implicitamente pelo menos ur Ж ا‎ 


diferenciável = = z (v, у), Expresse E e (а) sejam dadas implicitamente pelo 


em termos de x, yez. 


que as funções diferenciáveis v = y (0) ez 


ne NT y= by 


چ + و += + 


4. Suponha que y = y (e) seja diferenciável е dada implicitamente pela еш AA 


4 dy 
¥ onde F (u, v) € suposta diferenciável, Expresse É” em termos de ii Y des =. 
rr i Bresse = & — em termos de x, z 
m z (x) dadas implicitamente por © 


tm par de funções y = y (x) e z 
(u, v) sejam dadas implicitamente pelo sistema 


3. Suponha que y = g (x) seja diferencióvel no intervalo aberto Ze dada implicit ае 
ponha que y = g (x) seja diferenciável no intervalo aberto Ze dada impl E uo 


2 0 
Suponha, ainda, 2 


são f(x, у) = 0. onde f (x, y) € suposta de classe > 
dy 


7 З 
01 Prove que TE (чул) = O é uma condição necessária para que x seja ponta ded 


local de g. 
tm Prove que g" é contínua em 7 
¢) Prove que 
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alcule o determinante jacobiano E 
9x, yj 


10. Sejamu = x + yev 


11. Calcule; 


ŽE em termos de x veu. 
au М 
пе urs par de funções x = (u, v) e y = y (u, v) definidas implicitamente pelo sis 


а 
Suponha x 27 — 
چو‎ gy 


Ё 
а) Mostre que 22 = 


ав 


b) Calcule 


du 
c) Mostre que fé constante sobre as hipérboles ду = c 


13, Sejam x = x (u, v) e y = y ( v) dadas implicitamente pelo sistema 


Ф 


JE ox os 
2) Exprese E e 
5 ди ди 


b) Determine um par de funções x 


em termos de x e y 


(u, v) e y = y (u, v) definidas implicit 


14, Sejamx = (yr zy = y (6 nez сө, y) definidas implicitamente pela eq 
O. Suponha «y = (rg Yo), р = 5 Ut. 0) гр = 2 цу ур) e que no ponto Cj 
dus parciais de F sejam diferentes de zero. Mostre que 
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VI (Y (9) Y (to) = 0 


1 3 эш) é perpendicular a y, em y (to) 


хо» Yo). 


GRADIENTE E DERIVADA | 
DIRECIONAL 


tão, que V f (xo. Yo) é um vetor normal à curva de nível f (x, y) = c, em (xg. 

13.1. GRADIENTE DE UMA FUNÇÃO DE DUAS VARIA jussundo por (хо, yo) e perpendicular a V f (p. yo) denomina-se reta tangente 
ГЕРЕС ОСЕБИ curva de nivel ( y) = c. A equação de tal reae 

M Yo) * [Go Y) 7 (xo. = 0. 

iente de uma função f (x, у) foi introduzido na Seg. 11. ا‎ 

o geometricamente, Antes vamos recordar a regra da 


А curya y (0) passa pelo рото (1, 2) e é tal que f (y (1) = 6 para todo £no 
3 
y? — xy (observe que a imagem de y está contida na curva 


interpre 
renciável no aberto A C IR, y (7) diferenciável no interv 
todo т € Z, então, А (1) = f Cy (1)) será diferenciável е 


1,2)e y фу) + 0. Determine a equação da reta tan- 


mos Lira) = Vra» y e. 
di 


fts. у) = c; suponhamos V f (xp. yo) + (0, 0), Vamos mostrar a seguir que 
perpendicular em (xp. уд) a toda curva y, diferenciável, passando por (xg. 0) 800 
esteja contida na curva de nível f(x, y) = ¢ (nas condições acima, pelo teorema das 
implícitas, uma tal curva existe). Seja, então, y (1), г € /. uma tal curva, com Y 
Ya): como estamos admitindo que a imagem de y está contida na curva de BÍvelf 
teremos 


o Fm = 


para todo г no domínio de y, Derivando os dois membros de (1) em relação à) 


уа, 2) = (La. 2, La, зу | = 2,11) 


ax ду 


ра vem y(r) (1, 2) coincide com a reta tangente à curva de nível f(x, у) = 6 
A equação da reta tangente a y em (1, 2) € 


VALD- [o y) – (1.2) 20 


Lee) 20-0 + (=2) =0‏ =(« ر 
dt de‏ 


ou 


VID Y (0= 0.1€ 1. у= -2 + 4, 
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Vejamos como fica, em notação vetorial, a equação desta reta. O vetor 
dicular a V f(1,2) + 11); logo, (= 11,22) é pai 
tangente acima pode. também. ser dada na forma 


da 


lelo a Y (ду; assi 


@. у) = (5,2) A (11,22), A € IR, 


EXEMPLO 2. Considere a equação a derivadas parciais 


o 


а) Com argumentos geométricos, obtenha solução de (2) 
b) Suponha f: IR? — IR difere; 
diferenciável tal que f(x, у) = e (2y 


x) 
Solução 


а) Sendo f (x, v) solução de (2), para todo (x, y) € IR, 


ef 


ах 


2 


a 
(+ S aco 
ду 


ou 


QD: V foy) = 0. 
Como para todo (x, v), V (x, y) é perpendicular ao vetor (2, 1) e como Vf, 
lar, em (x. y) à curva de nível de f que passa por este ponto, é razoável esper 


de nível de f sejam retas paralelas ao vetor (2, 1); assim f deve ser constante: 


paralela ao vetor (2, 1). 


Sendo f (x. y) constante sobre a reta r 


f. y) = f (0, т), onde 


iável; prove que se f satisfaz ©, então existe ¢ 
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| tomando-se ф(и) = 


п, 


23 —* asim fts =£ (0.2 
b 2 


é ção derivável. Verifique 
| e(2y — x) onde e: IR => IR é uma função deriváv 
o») eO» 
1А IR diferenciável. f(x, y) = € Qv 
Qy- хў + ع‎ 
Py +1 


— x) é solução de (D. Assim, 


s de ©. 


etc. são solucí 


о ое 


sideremos a mudança de variável 


e 
E f 


= ¢ o correspondente ponto (и, v) percorrerá 


x-22v-u 


у=» 


(x, y) percorre a reta 2, 
ucc. 


v. Vimos, geometricamente, que f deve ser 


-uey 
bre as retas 2y — x = с; é de se esperar, então, que g seja constante sobre as 
OU seja, que g não dependa de v. Vamos, agora, resolver a parte b). 


f y), comx = 
225 

rar 
sobre 


: supondo f solução de (2) teremos 


f 


2 ŽE yy + 07 л, уу = 0 em RÈ 
дх ду 


ЕГО y) com x = 2v — ne y = v (veja observação anterior). 
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Assim, para todo (и, v) em IR, 
2 
22 tu 1) =0 
ES 


о que mostra que £ 


depende de v, isto 
g (u, v) = e (u), 


para alguma função e : IR — IR diferenciável. Portanto, f(x, y) 
IR é uma função diferenciável | 

Vejamos. agora, como utilizar o gradiente de uma função de duas varidyeig рш 
da reta tangente e da reta normal ao gráfico de uma função у = e (x) de ug 
isto, consideremos a função de duas variáveis F (x, y) = g (x) — у; evidentem 
de g coincide com a curva de nível F (x, y) = 0. Seja (xy. yo). com ур жуу, 
gráfico de g. 

Segue que V F (xp. yo) é normal ao gráfico de g em (xy. vo). Como 


angular da 


VEG = (87 (0). 


р 


resulta. V F (xp. yo) = (g' (х0). — 1). A equação da reta tangente ao gráfico/de gen, 


abscissa xy, é, então 


(ag) 71 [(t у) = Gg з] = 0 


ou 


g (xp) р) —(у— yg) = 0 


ou. ainda, y — xy = g' (xp) (x 
Por outro lado, a equaçã 


= 20). = 
da reta normal ao gráfico de g no ponto de 285688 

бх, у) = (xo, yo) + A (2 (ху), 1, A € IR 
Suponhamos, agora, que a fungáo diferen 


0. onde F é suposta diferenciável e V F (xg. yo) É O com уо 
(observe que a situação anterior é um caso particular desta). Segue que, pa 
mínio de 2, F (x g ()) 0. isto €, a imagem da curva y (x) = (x, g (x)) está con 


ável y = g (x) seja dada im 
equação К (x, y 


D. Assim, V F xo yo) é normal ao ar 


Pn, ter chegad: 


açao implícita) € o coeficiente angular da reta tan 


= fx) é uma função diferenciável defi 
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fico de g na ponto (хо, yo). Pode- 


200 LE ауу) + O. 


дЕ 
loa este resultado, no caso S (p. уо) E 


sA 
ӨР (xg, 99) 
ду 


(хо, уо) 
ax E . 
(ууу) i + 


direção determinada pelo vetor V F (to, Yo! = 


aF 
(хо. уо) 


дЕ К 


(xo. уо) 


ve ao gráfico de g no 


la implicitamente pela equação 


s das retas tangente e normal ao gráfico def no 
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Ou, 
= g (x, y) (x, y), para todo (x, y) em 


m forma vetoria 
она: jx y) diferenciável em IR? e tal que V f (x 


E uña função de IR? em IR dada. 
) A(1,4), A € IR, [2] 
mentos geométricos, verifique que é razoável esperar que f seja constante sobre 


Boh eréncià de centro na origem. 


Exercícios 13.1 


é constânte sobre сайа circunferência de centro na origem. 


LÉ 


ida uma curva y que p. 


sa pelo ponto y (ip) = (1, 3) e cuja imagen) ена, 


P=R) 


IJ cost R sen 1) force os valores def sobre a circunferência 


go 


de nível? + x? = 10. Suponha y (ty) + 0 
(o) definida € derivivel no intervalo aberto 1, dada implicitamente pela equação 


suponha 27 (х,у) 


a) Determine a equação da reta tangente a y no pon 
ax 


b) Determine uma curva y (7 satisfazendo as con 


2. Determine a equação da reta tangente à curva yno ponto y (tg) 

O eque a эша imagem está contida na curva de nível ху 

cine pon geométticos, mostre que é razoável esperar que g seja estritamente de- 
И e em 1. 


E DE FUNÇÃO DE TRÊS VARIÁVEIS 


ETAÇÃO GEOMÉTRICA 
4 
ч Че classe С! num aberto A C IR? e seja (xy, Yo, zo) um ponto da superfície 
a T = с; suponhamos V f (y. Yo, zo) + (0, 0, 0). Vamos mostra que V f (x. 
n Пет (xp. Yo: zo) a toda curva y, diferenciável, passando por este ponto e cuja 
ma superfície de nível f(x, y. 2) Seja, então, y (1). 1 € /, uma tal 
o. Vo, 20): como estamos supondo que a imagem de y está contida na 
a 2:97 و و‎ J 9.2) = c. teremos 
ûr 7 ау ûr ay 
fiy =e 
Sà 
ato y eua 
ах dy a “ar 


Vii): y (0 =0 


f ital que S. = 2£ e cujo gráfico passe pelos 


7. Determine uma função z 
dx dy " 0, о que mostra que V (y (9) € У (10) são ortogonais. 


3). (0. 0, 1) e0, 1,2) 
VIO) 


8, Determine uma função yel 


f(x x) tal que Sk = 
curva yt) = (4, P, 1€ IR. 


9. Determine uma curva y (t) = (х (). y (9) que passe pelo ponto y (0) 
ortogonalmente as curvas da familia y^ + 24º = c 


fz 


10. Determine uma função y = y (x) cujo gráfico intercepte ortogonalmente 85 E 

эх = e, coma > беу > O, e tal que 
P e AUS та que V f (xo. yo. zo) € normal em (xo, yo, zo) a toda curva diferenciável y 
0) “Ponto € com imagem contida na superfície f (x, у, 2) = с. Diremos, então, 
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que V f(xy. ур, zi) € normal à superficie de nivel f (x, у, 2) = c, nopan 4 
passando pelo ponto (ч, Y. o) perpendicular a Y /( Yo. zg) deponi don 
em (ty. o. zo). à superfície f (x, у, z) = с. A equação deste plano é! 1 qr 


Vito Yo zo) * LU y 


— бо. у» 20)] = (1,2): 


=(1,-1,2+4(1,5,8,4 € IR. 


A reta (8. у, 2) 


2, Deter- 


tem 


P. Considere a função z = f (x, у) dada por f(x, y) = ү8— 3x? — 
do plario tangente no ponto (1, 1, (1, 1). 


бу уру 30) + 


denomina-se reta normal, em (x. Yo, zo). à superficie f (x, у, 2) = с, 
Seja é = g (e у) uma função dierencive dada implicitamente pela шаба, 
onde F (x у, 2) é suposta de classe С! num aberto de IR^ seja (x КЕЕ 


o de g, com V F (xp. yg ду) É 0 Como o gráfico de g está; 
= 0, resulta urva y com imagem contida nó gráfico; 
bém. sua imagem contida na superfície F (x, y, 2) = 0; assim, V F (iy 

gráfico de g, em (y Yo. zo). Ec 


É 0 af Я 
ER D= DE“ D+ 35 000 1) 


de IR e V F (to. уо, 
y (to) = Gg. Yo: 20), 


= 3z no ponto (1, —1, 2) 


SEG ng E SE DÊ gear 
Var ду’ az 


xz +3, 


= К=з = 


VFU, (1.5.8). 
definida implicitamente pela equação 
Plano tangente em (1, —1, 2); 
P А з? + ج + ر‎ =0 
= . v z) = - RÀ 
VF, —1,2): (e у, 2) = (1, 71.2) FERE 
ou “Então, normal ao gráfico de f no ponto (1, 1, f (1. 1) 
(.5,8)- liy = 0, 71,2] 70 КУР.) = (652239 => V FQ. 1,2 = (6.2, 4). 

ou seja. Plano tangente em (1. 1, 2) é: 


(-D*5(y*Dn*8(-2)7-0 (6.2, 4) - [G v z) — (1. 1, D) 
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E 1, 1.2 — 2) está contida na intersecção das 


imagem da curva y (г) 
E rimos ao leitor desenhar a imagem de y. 


1,1, 1). S 
6-1) +20 = 1) + 4(2 — 2) =0, pelo ponto (1, 1, 1) 


ou, ainda, 


as equações do plano tangente е da reta normal à superficie dada, no ponto айо. 


--ig-p-lq 
2 25 B 


XEMPLO 3. A imagem da curva y (1) está contida na intersecção das superficies J 
2= 4e y E 


3. Suponha y (19) = (1, 1, De y' (y = 0. 


ii é citamente pela equação a? + у + г 
iferênciável z = f(x y) é dada implicitamente pela equis 


а) Determine a reta tangente a y no ponto y (4). 
а equação do plana tangente ao gráfico de f no ponto (1, 1. fl. 1)) 


р) Determine uma curva y (r) nas condições acima 


Solugáo = = e paralelo ao plano 


um plano que seja tangente à superficie x? + 37 + 
3 25 кеб у, = 
a todo г no domínio de y devemos ter 


a) Sejam F (x. y 
Pa 


z- 10. 


ma função diferenciável z = f(x, y) cujo gráfico está contido na superficie +? + 
Fii-4 e GUY) = 


- Determine a equação do plano tangente ao gráfico 
pois a imag 
Segue que 


m de y está contida nas superfícies de nível F (x, y. 


VEU y ug) 70 e VOU) Y (t 70: E " 
X (eg зей rat 
ou seja. У (ду) é normal aos vetores V F (1, 1, 1) e V G (1, 1, 1); logo, у (19) é pai 
produto vetorial V F (1, 1, 1) ^ V G (1. 1. D). Temos; 


Ча curva y (1) está contida na intersecção da superficie cilindric 
esférico + y! +27 = 3. Suponha yu = (1, 1. D e y (ty 


inea reta tangente a yem у (19). 
uma curva y (1) satisfazendo as condis: 


j Р 
үка mo 4 1|=зї-6@ 
1 


A equação da reta tangente 


y no ponto y (fo) 


les+y+i= 


у, 1, 1, 1) + А (3,0, —6), A € IR. 


i {€ û rela tangente a yem y (i). 
4 Equine uma parametrização para à intersecção acima. 


x 


0. 


o da função dada no ponto (2, 


e, portanto, 2y 


0, ou seja y = Lou y 


34 ^ Aussi do plano normal, em (1, 2, 3), à intersecção das superficies? + y? + 2 = 


a curva deve passar pelo ponto (1, 1, 1), vamos tornar у = 1, Segue que 2 ^ 
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10. Determipe um plano que los pontos (5. 0, 1) e(1,0,3)e, à 
plano que passe pelos pontos (5, 0, 1) e (1, 0, 3)e queste 


xxx 


13.3. DERIVADA DIRECIONAL 


Sejam z = f (x, y) uma função. (xp, yy) um ponto de Dy e и = (a, yum, 
Suponhamos que exista r > 0 tal que para || < г ов pontos da reta ( j] = 


М) pertençam ao dominio de f. Como estamos supondo 1 = (a, b) unitário, a dá 
(ху + at, yg + bt) a (Xp, yg) Él r | (verifique). 


sul 


ax 


Jo» 


(o + at. y, + br) 


Pois bem, definimos a taxa média de variação de f. na direção u = (а, B), entra 
tos (xo. No) € (xg + ar, уу + Pr) por І 


Гоо + at. yo + b — (xo, yo) е - 


1 


[9] 


Vamos destacar, a seguir. o limite de (D para г —> 0. 


Definição. O limite 


à xà + at, ур + br) = f (to. X) 
L tg 50) = tim Ча + аһ + р) — fg J 
23 t : 


| direção do vetor u = (a, b). com и unitário. 


д, P L 
A derivada direcional 7. (xo, xy) denomina-se, também, taxa de variação 


ди + 
to (xo, yo) € na direção do vetor и. Observe 


js interpretar geometricamente 
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ção lanto melhor quanto menor for | £ l. 


к ais de f, em (tg. o). slo particulares derivadas direcionais. De fato 


tim Lo + 50) — Gro: уо) 


af 
= ŽE yy 
150 П ax 


Yo + 0= fig yo) _ df 
1 


Goo e E (хр. Yo) São. respectivamente, as derivadas direcionais de f. 
» 


j 20. 


e nas diregóes dos vetores i = (1,0)e 
af 


(xg, yo): Para isto. consideremos a curva. 


au 


af 


Me 


imagem de y está contida no gráfico de f. Temos: 


DE. dsg yy) = LEO +. yo br) — fias 30) £ + g(0) fg + al, yo + Ы) — f(xo уо) _ 9f 
ES 7 mc = im, cm 30» = LE (Gg yo) 
au e E 


au 
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ou seja, К 


и é tangente em (1, 1) à curva de nível f(x, 


Entào, 


Segue que y (0) = (a, b, g' (0)) E b; e uva) 
au ) 


А а 
Y (0) = (a, b,0) + E 0, E com) 
ди 


д. 
Como (a, b é unitário, LL (xy. му) = tg В (veja figura anterior). 


au 
EXEMPLO 1. Seja f(x. y) + y”. Calcule — (1, 1) onde u éo versar dos 
du 
av =D mv =(.3 
Solução 
Inicialmente, vamos calcular 2£ (1, 1) onde w = (a, b) é um vetor unitáriod a ( 
ou 2 
af Ха at 1+ bt) = fü. 1) \ 


E (1,1) = dim 


i > Sur AI 
valor de ^. (1,1) para u = ( ) iorque para А x = ] 


эъ 1 
ди 
‘$ E ios : ч 
"EET + (1+ bn = па próxima seção que, sendo f diferenciável, 2£ (xo, yo) assumirá valor má 
ES ди 
ES ^ igual ao versor do vetor gradiente V f (xp. yo). 
Ou seja, 
02. São dados uma função f(x. у) = x? + y, um vetor unitário (a, b) e um real 
А 
ze que (i + sa, + sh)e ( T | coms > бег > 0, pertençam 
ou 
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à curva de nível - 
le nível f(x, y) = В. Compare a taxa média de vari 


( 
(1 + sa, 1 + sb) e entre os pontos (1, 1) e | 1 + 


ОЛ 


(1+ sa, 1 + sb) 


| 


teremos г<. Como 


О (0,0)= lim 
= о 

du 

todo vetor unitário (a. b) 


desta seção é destacar mais algumas pi 
provar que se f for diferenciável em (xo 

Las direções, no ponto (ҳо, Yg), e cada deriv 
inples em termos do gradiente de fem (xo, yo) 
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(0, 0) 


f(O + ar, O + br) 
r 


af 


(9.0) = а 


o diferenciável em (0, 0). Este exemplo mostra 
derivada direcional em todas as di 


{роде ser contínua num ponto, ter 
о assim não ser diferenciável neste ponto. 


¡ADA DIRECIONAL E GRADIENTE 


ropriedades do vetor gradiente. Ini 
уо). então f admitirá derivada dire- 
ada direcional se exprime de modo 


б] 


\ 


| resulta, para (a, b) + ( 


1. Sejam f: A CIR? 
Se f(x,y) for diferenciável em (xo. 


Yo). na direção и, e 


— IR, A aberto, (Xp. yo) E А е u, = (а, b) um vetor 
yo). então f admitirá derivada direcional 


à > 
LL room = fet б. 


ди 


öf 


É razoável, portanto. esperar que SÉ (1, 1) assuma valor máximo para u = 


ди 


EXEMPLO 3. Seja u = Dr 
IPLO 3. Seja u = (a, b) um vetor unitário dado. Calcule L4 (0, 0) onde. 


ди 
8# (0 


se (x, y) * (0,0) 


se (x, y) = (0, 0). 
Solução 


ar 
HO + at, O+ br) – f(0, 0) _ (а)? + (my? 


n 


рог g (7) = f (xg + at, yo + bi 
idade da g em 1 = 0 c. pela regra da cadeia. 


la diferenciabilidade da f em (xg. yo) segue 


af à 
j= E Cosa + 4 (xo xg) b = V (xo. vo): (a, b) 


à. 
2E оозу 0 
ди 


А 
LL у = Yo yo) 
qu 
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O teorema acima conta-nos que se / (x, y) for diferenciável em (xy y 


af E ПУ f (xo. хо) Il cos 0. 
— Gg. уо) = Vf Gg уо) ш. 
au 


Entretanto, se f não for diferenciável em (xo, 
de se verificar. (Veja Exerc. 21.) 

De agora em diante, quando nada for dito sobre ш 
se trata de uma função definida num aberto e diferen 


Yo) esta relação não tem nenhuma, 


a função f (x, y) ficará imp 
ável. 
Vimos na Sec. 6.4 que se w e u são vetores nào-nulos e 0o ângulo'enireele 


йо, w - u = Il wll cos 0. Na figura ase 


a della cos Ө; se и for unii 


2 EP ОООО nm La go) e val E 
] v = ja: A C IR? IR A aberto, diferenciável em (хо, Yo) e tal 
projeção de w na direção u , onde a = Il wli cos 6. Diremos que o número q ma 2. Seja f : A и 
w P E E E 
é а componente escalar de w na direção и Г, Û Então o valor máximo de ŽŚ (xp, yy) ocorre quando и foro versorde 


E ди 


а 
7000.50) co valor maximo de A (sg x) éN А. 
TTY f (xo, so 


ди 


(xg, Yo) = I VF (xor Yo) ll соз Ө 


af 
Veremos a seguir que. 


(хо. 34) #4 componente escalar de V f (xg, у 
Е ИЕ valor máximo para 0 = 0, ou seja, quando W for o versor de V fig. 30) 


au 


Suponhamos + 0 е т unitário. Seja 00 ângulo entre V, E 
Suponhamos V / Gg. vg) * 0 unitário. Seja # o ángulo entre V f (o Yoli ES" u, —— T 


. 
Temos: 
que. estando em (ху, Y). a direção e sentido que se deve 
BE (xo so) V Gol: И = M foo yo) al cos ça mais rapidamente é a do veror V f (xo. Yo). 
ou 
д, » cr q 
Como u é unitário ШК 2/ (1, 2), onde го, y) = X + ху,е и o versorde 


А du 


b) w = (3.4) 


A AD =V, и. 


au 
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V fs y) = (2х + y, x); logo, V f(1,2) = (4, 1). ju temperatura" 


"T E i qual a direção e sentido de maior crescimento 


E esta dire: 
mento nest 
assim, o 


i ior dec nto da temperatu: 
a 2 ) qual a direção e sentido de maior decrescimento da terr 
gem | 2.7 ) 


af 


(1.2) = (4 10) 


m 


de decrescimento nesta direção? 


{ р ( 1 eção e sentido de maior 
) (53 74i +37 aponta, em [2,5 } a direção e sentido de mai 


à к 

E ауа: 16 a taxa de variação datem- 
3 ri 

ou 


EXEMPLO 2. Seja f (x. y) = ху. 


+ D 
а) Determine и de modo que 2£ (1. 1) seja máximo. 


2f atem- 
В) Qual o valor máximo de ^. (1, 1)? 


ди 
с) Estando-se em (1, 1). que d 


йо e sentido deve-se tomar para que f ctesga: 
mente? 


Solução 


af af 
via, ns [Lay “La 2,1). 
fü, (La, ^ Aan) (2.1 


а gia dybc. 
а) Como f é diferenciável em (1, 1) e V f (1. 1) # (0, 0), segue que a ané а 
ди 


РЕОН) 2 
para и = e ou seja, и 


aa ; 
=? +35) aponta, em (2. 
b) O valor máximo de Ê (1. DENT F(1, 1) = 45 


au | 
. à taxa de variação 
O Y f(1, = (2, 1) aponta a direção e sentido em que fcresce mais 


EXEMPLO 3. Admita que T (x, у) = x? + 3y? represente uma distribuição dee 
по plano xy: T (x, y) é a temperatura no ponto (x, у) (supondo T em °С, xe) 


= 
A 
E 


268 Шт Curso de Cálculo — Vol. II Gradiente e Derivada Direcional 269 


(a vr( 
aus 
1 4 
ou seja, к=н= 
aT Eres =. AD. t 1, é uma parametrização para a trajetória descrita por P. Um 
au ro problema é determinar funções x (1) e y (r) tais que a curva y (1) = 
a aş condições 
Nesta direção sentido, a partir de ( 1 temperatura está decrescendo a ui 


aproximada de 5'C por cm. 


EXEMPLO 4. Suponha que T (x. у) = 4x? + y? represente uma distribuição det 
ra no plano xy, Determine uma parametrização para à trajetória descrita por um pon 
se desloca, a partir de (1, 1), sempre na direção e sentido de máximo crescimena 
ratura, 


YO vri» 


Solução 


Por considerações geométricas, é razoável esperar que a trajetória descrita por 
com o gráfico de uma função у = f (x), com f(1) = 1 


теу) 


y (O = VT (y (1) «= Gt), $10) = (8x (0), 2y (1)). 


o, x (1) e y (7) devem satisfazer as condições 


. Я | 0)-1 e убу=1 
O coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de fem (x, y) é E = х0) ( 


Y) = (8x, 2y) deve ser tangente ao gráfico de f. em (x, y), devemos ter Cargo Verificar que x = e" e y = e” satisfazem as condições acima. Assim, 


уб) = (ей, e”) t= 0, 


di 


Ação da trajetória descrita por P. 


do vetor V T(r. y) = Вс + 2yj tem coeficiente й + y? no ponto (1, 2) e na dire- 


[Observe que a dire ¡Calcule a derivada direcional de f'(x, y 
EUN 


Separando as variáveis em (D e integrando, obtemos, 
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зу. (цу) = (1. De и o versorde i + j 


2f 1 : 


cL CE] Lo É éntido a função dada cresce mais rapidamente no ponto dado? E em que 
ч mido decresce mais rapidamente? 
: 2 Bey em. D. 
АО у — Ini y) Mem (I, —1). 


y ха ©. Сисме A. (1,1 onde и aponta na direção e sentido de máximo 
y 


ди 


mento de f. ho ponto (1. 1). 


ão. Tudo o que dissemos nesta s 


pe na direção 
Baile 


EXEMPLO 6. Calcule a derivada direcional de f (x. y 


е 


Solugón 
diferenciável f (x, y) tem, no ponto (1, 1). derivada direcional igual a 3 na direção 
—1 na direção 4 Г — 3 j Calcule 

onde u éo versorde j + A 


(1, Donde  &oversorde i + j. 


[UE T] 


anD 


ique Tx y) = 16 — 247 — y? represente uma distribuição de temperatura no plano ху 
uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que se desloca, а partir 
to (1, 2), sempre na direção e sentido de máximo crescimento da temperat 


3) = ху. Determine uma parametrização para à trajetória descrita por um ponto Р que 


A (1.1.3 = (3,3,1) оса, а partido ponto (1, 2), sempre па direção е sentido de máximo crescimento de 


J) = ху. Determine a reta tangente ao gráfico de f, no ponto (1, 2, (1, 2)), que forma 


лу ângulo máximo. 


Exercícios 134 


of 
1. Calculo DD (sy. vo), sendo dados: “forma com o plano xy ângulo máximo. 
ento P descreve uma trajetória sobre o gráfico de f(x y jbe-se que a reta 
Em Cada ponto da trajetória forma com o plano xy ángulo máximo, Determine uma 
Чо para a trajetória admitindo que ela passe pelo ponto (1. 1, 5). 


а. ) = — B. бу. sy) = (1.2) e и 0 versorde 2 


Бк у) e* 7" Gp yp) = (1. De Т o versor de (3,4). 

xy represente uma superficie própria para a prática do esqui. Ad- 

¡que tim esquiador deslize pela superfície sempre na direção de maior declive. Se 
do ponto (1, 2, 2), em que ponto ele tocará o plano ху? 


ont = шеш É. ель e = ( 
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SejaA = (1) € I b? = 0). Suponha que o gráfico dez = gı 

А. represente a superfície de um monte. (Adote o km como unidade de medi 
que se encontra па posição (1, 1, 0) pretende escalá-Io. Determine a а dd 
pelo alpinista admitindo que ele busque sempre а direção de maior soja qo 
desenhar o monte ea trajetória a ser descrita pelo alpinista. > 


Suponha que T (x. y) = 40 — 2? — 2y? represente uma distribuição deg 
ху. (Admita que x е y sejam dados em km e a temperatura em °C) U 1Р8 
па posição (3, 2) e pretende dar um passeio. | 


а) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele dever 
tar sempre da mesma temperatura do ponto (3, 2) 

b) Qual a direção e sentido que deverá tomar se for seu desejo caminbarna 
crescimento da temperatura? 

©). De quanto a temperatura se elevará aproximadamente, caso cáminfie 
encontrada no item b? d 


(8.9) diferenciável no aberto A. Sejam (5. 1) as coordenadas do vetor (x, у) em rela- 


= (cosa, зеп a) e v = (= sen а, cos а). Considere a função g 


base (i, v). onde и 
Fs, y). Mostre que 


«9 De quanto decrescerá, aproximadamente, a temperatura, caso caminhe 0.0) amma, 


а р à 
г Ar РР 
15. Calcule a derivada direcional da função dada, no ponto e direção w indicados. as au e дъ 
в) [ш s. = xz em (l.I, рени " 
D ? + xy + D em (0,2, – D e na direção w se (x, y) + (0.0) e /(0,0) = 0. Mostre que 
16. A função diferenciável f (x, y, z) tem, no ponto (1, 1, 1). derivada direcionaliguala Y 
TTS ia ml 7 EDE (e 
ão 47 + ЭЁ, igual a 2 na direção + 37 e igual a zero na direção Je LE 0,0) 4 TIO. 4 onde u = ( jg ванне 
a 2 42 


du 
(x, y) diferenciável no aberto A de IR? e sejam y (1) e б (1) duas curvas definidas e di- 


valor máximo de LL (1,1,1). i 
eis num intervalo aberto / е com imagens contidas em A. Suponha y (tg) = 5 (tg). 


au 
17. Seja f(x, у) diferenciâvel e sejam и e y dois vetores de IRÊ, unitári LIS go VD + 0 ey (у) o versor de Y / уду). Suponha. ainda, 


(tg) não seja paralelo a à' (15). Prove que existe r > O tal que 


4 SOLO) > (G8 0) para y < 1 i +” 


vim Layu + бууу. 
ou ae 
fout < Fen paa = г< 


à, 9, Mor 
2L ү уе LÊ (x, y) são os componentes de V fx, y) em relação use (4 


ou as deg ЖЖ 
Y, 2) diferenciável num aberto do IR? e sejam u, v e w vetores do 18°, unitários 


18. Seja g (r. 0) = f(x, ¥), coma = rcos бе у = rsen 6, onde f(x, y) é supostas 


aberto do IR Sejam u = cos6 1 + senê je v 
2 s e + 
э= Lino nt save sax 
ж ar гав + к au av ач 
ا‎ Aka d ijt n 0 = f(x у. с), com x = r cos Өе y = rsen 6, onde fé suposta diferenciâvel num 
ди av я lo do IR* Prove que 
af f а > 
van Сауу и + T yy Na 
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onde u — cos 1 hey 7 
Oi tsena јет = senê Û + eos 


25. Seja F (r. Ө, q) 
suposta diferenciável num 


отл = rsen ecos 0, y = 
to de IF. Prove que 


14 


ERIVADAS PARCIAIS 
ORDENS SUPERIORES 


rsen e 


E ram SIM 
5 20 000 + 
Lo 


; F - 
Улу) = = ТУТ 


(r 


onde и = (sen р cos 8, sen q sen 0, cos $), v 


cos e sen Û —sen е). 


ет i 


JADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


ГУд‏ ر 
como construir as funções Z‏ 
x‏ 


фо: = f(x, у); na Seg. 10.1 vimo: 


a (2) Sp 8 (à a 2 fa 


y Loy) ахау ду] ayûx ду Vox 


== 


EL Seja (a.y) = 45^ — 6y + 3. Calcule todas as derivadas parciais de 2^ ordem. 


д. 1 
12ye Les) = 18 — б^ 

ay 
Lory! - 129) = 80y" — 12у. 
ax 


20:5! — 12ху) = 806? — 12x 
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ico suficiente para que tal igualdade ocorra. Antes de enunciar 


dita de classe C" em A se f admitir todas as 


os uma condição suficiente para 
= y) para'todo, T penas cir função de classe 
d ja, vamos 02102, IR, A aberto, é 


:ACI 
parciais 


©» de ordem n contínuas em A. А К f 
Es aunciaremos a seguir conta-nos que se f for de classe Cem A, A aberto, 


Note que, neste exemplo, 
а 


EXEMPLO 2. Seja f(x, y) se (x, y) * (0,0) 


pog 
PS. EL Serão iguais em A 
ду dx 


se (x, у) = (0,0). 


Mostre дие 
IR, A aberto. Se f for de classe С? em А, 


(de Schwarz). Seja f: A С 182. 


(0.0) = 
у дудх 


a) 
ax 


Solução 


a) Devemos, primeiro, determinar 


todas as derivadas parciais de 2.º ordem. 


i em 
Dz-in(b- x +y) d) g (x. y) 


zipy 
D + у 


Em (0, 0) temos: 


ЭГ (0,0)= tim LO 
ду узо 


se (x, 3) (0.0) 


La, = E 
se (x, y) (0, 0). 
Temos, agora: 
0 af LL o onde f(x y) = Ino? y? 
Y xo- 97 (0,0) onde ip) eo ot 
lim Y dy = 0 ou seja, ‹ E А е 
у E ue que x * , onde z = (x + уђе? 


ахду Gy 
LEA C IR? — IR, A aberto, duas funções de classe C^ e tais que 


LL (о, бу= lim 5 
ûy dx узо 0 


ey _ у Pr sf 


O exemplo anterior mostra-nos que a igualdade 
9 
ayaz êzêy 


dx ду ду 
se verifica. O próximo teorema, cuja demonstração é deixada para GXEF 


278 


10. 


14. 


15 


J. Seja u (x, 1) = A sen (a + 4) sen Ах, com A, a, A e + constantes. Verifique 


Um Curso de Cálculo — Vol. lI Derivadas Parciais de Ordens Superiores 279 


de centro (xp. yo) e contida em A. Sejam h e k tais que (x +. ур + K) pertença 


inda, 
JAD = 100 + h yo + B= fg D = /\ху + Њо + f Goo 
Каз funções e (0 = f(t yo + X) — S (yo) е р (3) = (ty + h s) = fg 9 


Seja f(x, у, 


LH (h, K) = e (tg + F) = eG = pog +R — РО) 


» Seja fx, у) = se (x, y) * (0, 0) Calcule ef 
d 0 i д 
se (x, у) = (0,0) ax ay E existe 1, entre xp e xp + fetal qu 


à. af 
Go th) — eG) = eto -[É Geo += o D 


E Lesión e sj com 1y entre pep + A € sj entre уре yo + k tais que 
Seja u = f(x — ar) + g (x + at), onde fe. 


ге 8 são duas funções quais 
deriváveis até a 2º ordem. Verifique que unções quaisquer de uma, 


a 
ню = 211 а.з) = e (99) — eG. 
ay òx 


stem ry € s), com 1 entre xg € xp + A € sz entre yp € yo + k, tais que 


Sejam x = x (u, v) ey = y (u, v) duas funções que admitem derivadas parcial E 
A. Suponha que (1, 1) € A eque x (1, 1) > Û Suponha, ainda, que para tdo c HOSP. Е = Gas) = pou + £ рО. 
e xy 
3 2 
APN (o. уо. 


| E dx ду ay dx 


эх 
ação. A razão de considerarmos a expressão H (h, £) ё а seguinte: 


Calcule = 
Dul и =1 


v=1 
Seja z = aye Verifique que 

DE 

ac 
Seja z = f(x, y) de classe C no aberto A e seja (ху, у) € А. Suponha que fp 30) E: 
ERA у н m sponha que fi шр. LG + he so += fo. RAMIS ES m f (to, vo) 

á n 150 
k 


a д: 
M озо e 2 out 
ax? E 


Interprete graficamente. 


ш Lo + h, yo + E) = Go. Yo + E) = f + h yo) + ЛО. э) 
hk 


Sejaz 


Г A TES а а] du. Calcule 


'ACOES DA REGRA DA CADEIA 
VOLVENDO DERIVADAS PARCIAIS DE 
ENS SUPERIORES 


oz 


ахду 


a) 


Seja z = f (x, у), (x, y) € А, com A aberto. Suponha que L£ e L eni 
Д x 
sf 


ào contí de A 
ea aya, o Sontínuas em A. Seja (x, 30) um ponto qualquer dE f 


que 


DARET 
1 = агау (х у) a 


d 
¿Ue ux 
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ou 


d 
a UG y= V fix, y) 


af 


Suponhamos, agora, que as funções xt sejam também di 


te dell em, y) é 
dx 


ou seja, 


Temos, então, pela regra da cadeia: 


EIE |= v Ln 


Assim, 


dr 
Da mesma forma, 


e, portanto, 


EXEMPLO 1. Suponha f(x, y) de classe C^ num aberto do IR. ds ( 


Expresse g"(1) em termos de derivadas parciais de f. 
Solução 
#@) =, yx = 3геу 2r 1. 


E < 


۵= Eira =É TI L LoT оя 
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SÉ e pra » 
ax 


tanji [La] 


CENA. 
ead aya n? 


a dy 
9, = ау de + E f (х, у) 
œ|- ах Fir гут“? ш 


dx dy В 
lembrando que f = 3e e = 2) 


&(@) =, у,х = 3геу = 2 +1. 


Pf sa Ly) 
x ду у) ay? 
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onde x = 31e y = 24 + 1. Tendo em vista que 


P 
a Pf, a f б; 
‚25 BF = дуз. BS а 
20x y, (y = رہ20‎ e EL y ox a 2 
129) Bro 2) onde f (x.y) € de classe C? num aberto de IR. 
2) onde f (ху, : 


sax 


resulta, 
[ de derivadas parciais de f. 
8" (D = 180)! + 2408? + 490,2 
4 
e, portanto, 


2= f(x y) onde y = 


2.º processo = Lira = Lo, 52 
= 
#(@ = (30)? Qr 1, d 


#' @ = 15 (30 Qr + DË + 8 (305 Qr 1) 


de af S y 
SE a (x y) + 2x (a у). 
ra cur 


Portanto, 


EXEMPLO 3. Suponha f(x, y) de classe C? num aberto de IR?, 


9. 
#ш@= La, У, 


еу = P. Expresse g' (t) em termos de derivadas parciais 


Solução 


2 
É (x, »] Tiana 
Pela regra de derivação de um produto, temos: 


af 


в 0 = UEa уу + 
ax 


Como 
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Substituindo @ е G) em (3) e lembrando que fé de classe С, res 


E ef 2а2ў 
‚ у) + 4 Я 
pu Gs y) aras у) + 4 ЕА (х, у) + 


EXEMPLO 5. Seja z = f (u — 2v, v + 2u) onde f(x, y) é de classe 02 


Solução 
sede күс ду 
тее у),х = и — vey =y + 2и. сыыр OiT 
de e 870. удх ар аў 
ap s UO Lys Lay 
u ue PESOS oro EE 
ou seja, 
ES H az 
Е Lo ns 2 ЕД ТАСАО. Aqui SÉ deve ser olhado como função de x e y, enquanto 22 
И o função de ue v. 
Segue que, 
az а [af | af 
=>] бо. »|+2-—|—(х, 
аі а E May €» 
Como 
ze alos 
ðu lax 77 3 y dx 
e 
dx 8 
* 5, 
à La i o análoga obtém-se 
= LEELEE] gi 
dx ду dy " 
resulta. 
ef ey ef 
эт + ‚ у) +4 > 
au AA ay ву) E 


EXEMPLO 6. Mostre que a mudanga de variáveis 
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Exercícios 14.2 


(Quando nada for dito sobre uma função, ficará subentendido que se tra 
r trata de uma 


С? num aberto.) ae uer 


, je classe С? num aberto de IR?, g (x) derivável até a 2º ordem num intervalo 
B para odo x € 1./ (1 8 (0) = O (isto é, у = g (x) é dada implicitamente pela 
jj) = 0). Expresse g” (х) em termos de derivadas parciais de f: 


1. Expresse g' (f) em termos de derivadas parciais de f, sendo g dada por 


a ¢0 Lay = Pey = sen 


af 


ду 


(sen 31, 1). 
E 
Е 0 


JG. D. ondex = ud ver = u = v satisfaz a equação = 


Gt. 40. 


3. Considere a função g (t) = f(a + М, b + kt), com a, b, h e k constáriês, 


2. Expresse g” (1) em termos de derivadas parciais de f, sendo g (i) 
e uma coleção de funções f (x, 1) que satisfaçam O. 


ques (x, 0 satisfaga a equação 


а) Supondo f(x, y) de classe C? num aberto de | 


ej ТЫ 
+ 
y E 


ad эх! 
Constantes m, п, p e q para que g (u, v) = f (x, 1), onde x = ти + met = pu + 


2 2 
Ple LL (os 0 constante) 


roce у) + 2A 


onde x = a + hte y = b + kr 


so HE 
satisfaga equação == 0. 
шпа família de soluções de @. 
f(x, y. д onde х = г соз бе y = rsen Ө. Suponha que (c + O constante) 


b) Supondo f(x, y) de classe C num aberto de I 


А з 
ina mi оуу + зк 
ах D 


y 
ondex = a + hte j = b + kt 


J. onde f (u, v) € suposta de classe € Vê 


4. Considere a função Ai (x у) = fa^ + у”, -y 


à; а a 3 
ah af af ] Jer ef Ex 
ay = 2] L q رہ‎ + E qu, y |+ 4 o2 qua 
ax? g E d àv =a p wn ди ду a 
onde 2+уер y 3 


а 


0. Calcule 


R af ў 

5. Considere a função z = 27 (x, sen 33). Verifique que 4 б " 
3 к= zir y), x = vey = e" sen v. Suponha que — + 
а (x у), х = ecos ve ponha que 7 


E : 
L (x, sen 31) + 3 cos 3x LL (x, sen 39) 
d ат ду dx 


PE 


Suponha que 


u (2x, х2), Verifique que 
Т 


а 


2 E ہے‎ ду+ L as e) 
m P 


f Qu + v, u — 29), onde f (x, y) € suposta de classe C^. Ve 


2 
Sf sã! 
Fred 


7. Seja g (и, v) = 
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b) Faça a mesi de três 
) Faça a mesma coisa para funções de trés ou mais variávei, 
eis) 


le veta 
como Es tes = sem 8 an goal 
9- 15 


A OREMA DO VALOR MÉDIO. 


Ou = u(s, 1). 


17. Verifique que a mudança de variáveis u = x + yey = y 4 E 
Уе» = у 2r transfo AR 


em 


DES 


Determine, então, uma coleção de soluções de ©. 
DO VALOR MÉDIO 


18. Suponha que z = z (x, y) satisfaga a equação 
teoremas centrais do cálculo de funções reais de uma variável real é o teorema 
“médio (TVM). Nesta seção, vamos estendé-lo para o caso de funções reais de duas 
isreais e deixaremos a cargo do leitor a tarefa de generalizá-lo para funções reais de 
variáveis reais. 

Š de emunciar e demonstrar tal teorema, vamos introduzir os conceitos de segmento 


Fazendo а mudança de variáveis + = 


hal. Sejam Pq e P, dois pontos do IR”; o conjunto 
PoP = (P € IR LP = Ру +A (Pi = Pg. OSA 1) 
аве segmento de extremidades Py e Py. Sejam, agora, Po, Ру. Py, .... Pp, n + 1 pon- 
ntos do IR^; o conjunto Я 
PoP, U PP; U... U Pp — ¡Po 
poligonal de vértices Po, Py, - 
Р, 
P, 
P, 
P, P, 
P, 
poligonal de vértices Py: Py. Py Ру P4 P, 


Emento de Gkcremidades Р € Pi 


290 Шт Curso de Cálculo — Vol. 11 ¿Teorema do Valor Médio. Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange 291 


Teorema (do valor médio). Sejam A um subconjunto aberto do IA. 
pontos de А tais que o segmento PoP, esteja contido em À, Nestas conj 
y) for diferenciável em A, então existirá pelo menos um ponto P interno 

PoP, (isto é, P pertence a PoP, mas não é extremidade) tal que es 


resulta, 
e. 


"E 
f) IPO = (FC: NP, Pol 
| FO) — FO) = V FCP) (Ру — Ру). 


LL pn - ni 


ди 


Demonstração 


FO) Fo) 


Consideremos a função g : (0, 1] — IR dada por 


в @) = (Ру + (Ру PD OSS 1. fR) -f Y (р, ПЕТ) 
Esta função g fornece os valores que f assume nos pontos do SEgmento Pup, Mie au 
diferenciabilidade de f em A, segue que g é contínua em [0, 1] e derivável em ]0 A 
ТУМ existe 7 em ]0, I[ tal que 


ef (x, 3) for diferencidvel no aberto A e se PoP, C. A, então existirá Р interno a 
g (1) = g (0) = g' (F). (1—0), 


ou seja, 


8(1) -g (0) = 


Como g (1) = f(P,)e g (0) = f (Pg), resulta 


E NE ir , 5) como no teorema do valor médio, sendo dados: 
) f(x y) = 22 + Зу, Ру = (1, De P, = (2,3). 

i) f(x) = 2X — зу° + ху, Po = De Ру = (4,3). 

x + ху, Ру = (1, еру = 2.2 


Pela regra da cadeia 


8 (0= Vf(Po + (Р, — Ру) УЧ) 


onde y (1) = Py + t (P, = Po). Temos Vf (s y) diferenciável em IR e suponha que existe M > O tal que IV /(x, yl M. para todo 


fx, у). Prove que 


y) = Po + (P, Ро) = y (0 = Р = Po 


VG, у) — fis DI = MII y) 601 
Assim, quer que sejam (х, y) e (s. em IR. 
g =V fU C RARA) КО lo C +). Prove que 


P d D ү, у) = 01< (к (nl 
onde Р = Ry + F(R — Ry) é um ponto interno ao segmento РР pois O < E <1 : 
Б quer que sejam (x, у) e (5, 0, coma > Ly ls Perl 
РР) =) = VIP) (PP) т 


Pelo TVM existe P interno ao segmento PoP} tal que 


interessados, agora, em estudar gs funções que têm gradiente nulo num aberto. 


" Pr e Es EST 
р-у а - R= e ha DX) for constante num aberto A de ЇН, então V f (x, у) = (0, 0) para todo (x, у) EA. 


IA = Roll 
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Pontos, г ão pertencem a A. (Observe que оз pon- 
Entretanto, pode acontecer de uma função ter gradiente nulo em todos og | sonal ligando P a Q tem pontos que não perte 
sem ser constante neste aberto: a função del Tips 


Seja A C IR? aberto e conexo por caminhos. Netus condições, se Vf (x, 
5 y e tão f será constante em А. 
0) para todo (x, у) em A, en f 


2sey>0e0<1<1 


о Я (jum ponto de A; vamos provar que para todo Р = (s YEMA 
CE nexo por caminhos, existem pontos Ру, Pa + Pa тери 
EO rtis que a poligonal Po, U РЧР U «+: U P, - Py está comida em 4: 


tem gradiente nulo no aberto А = ((x, y) € IR^ ly > 0,0 < x < 1ou1 Xx«2)m 
é constante em A. Ss 

Provaremos a seguir que se uma função admitir gradiente nulo em todos os p 
um conjunto А conexo por caminhos, então a função será necessariamente. 
A. Dizemos que um conjunto aberto А é conexo por caminhos se, quaisquer que, 


os pontos P e О pertencentes a A, existir uma poligonal, de extremidades Pe Q, é 
ema. 


EXEMPLOS 


Brema do valor médio, para todo i existe Ẹ intemoa P; —., Pj = 1,2, 1) tal que 


a) A = IR? é conexo por caminhos. 
b) Toda bola aberta é conexo por caminhos. 
c) 


fO) - f 0 = VOD: G7 Pi) 
0 (hipótese) resulta 
РР) = fO; 
12... n; assim, 
TP) = £0) 7 £09 


to, y) = f (xo, yo). Fica provado assim que, para todo (x. y) € A о у) 7 fog Уо), 
Î fé constante em A. ж 


é conexo por caminhos 


(Р) = fO) 


"Teorema 1. Seja А C IR? aberto e conexo por caminhos e sejam f, g duas funções 
admitem derivadas parciais em A. Nestas condições, se V f (x, у) = Vg (y) P: 
lo (x, y) € A, então existirá uma constante К tal que 


gix y o foy) +k 
à todo (+, y) em A. 
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Demonstração роу 
ЕЗ i 


Seja A (x, y) = g (x, у) — f(x, у), (x, y) € A; como 


3-0» 
Vh (x, y) = V g (x у) = Vf, у), (y) € А, f 


2 а " ão ira ntaremos uma condição 
segue da hipótese que V A (x, у) = (0,0) para todo (x, y) € A. Como A é conexo po Y pr solução? A resposta em geral é não. A segui aprso 
resulta que h é constante em À; logo, existe uma constante k tal que бс 3 п рага que o sistema admita solução. 


pU Ze Sejam P (x y) е O (x, y) duas funções definidas e de classe C. qum 


ra todo (x, y) € A. m ү a condição necessária para que exista uma função f: A — IR tal 
par pA do IR“. Um: i 


a єл. 
O teorema acima nos diz que duas funções com gradientes iguais num conj od 


por caminhos diferem, neste conjunto, por uma constante. Y ی‎ уу = PG) 
х, у) = Pix) 
EXEMPLO 1. Determine todas as funções f(x, y), definidas em IR, tais que e 


A (х, у) = О(х,у) 
» 0 


® 


ӘР 
Loma 
d 


Solugáo 


Observe que duas funções que satisfazem (7) terão gradientes iguais; logo, deverão! 
por constante, pois ІВ? é conexo por caminhos. Basta, então, determinar uma solução d 
e qualquer outra será esta mais uma constante, A função 


que tal f exista; assim 


La, у) = Р(х,у) 
EN 


ES 


у! + de ema 


x, y) = О.у) 


satisfaz a 12 equação (obtém-se tal função integrando-se a 1.* equação de O emrel 
mantendo-se y constante). Por outro lado, 
[йо оз dois membros da primeira equação em relação a y e os da segunda em relação 
Emos, para todo (x, y) € A. 


xy 
ap 
satisfaz a 2. equação de (D) Segue que EL = $0» 
xy + 4х + 
satisfaz (D. (Por qué?) Logo, ŽS куу د‎ € y 
ў жу & 


€ O são supostas de classe C!, resulta que f será de classe C^; pelo teorema de 


у) = у +4х+ Z— +k (KEIR) 
Logo 
é а família das soluções de Ф). CES 
2 А i 
Sejam P (x, y) e Ф (x y) duas funções dadas, definidas num aberto А do IR^ OP INS с 
que se coloca é o seguinte: o sistema у а 
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EXEMPLO 2. Consideremos o sistema 


todas as funções f: IR^ — IR tais que 


Fa EA 

ax A 2 =6r, 
оду? - 105 L = ر6‎ +1 

Ф 


# 


3 солу +3 = y, T =хсозлу cae 


Como 2 (xy) + 2. (yer IRÊ, segue que nio existe função definida, 1+5? 
2 & a função f: IR? — IR cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2, 1) e tal que 


Ў/ у) = Qn — 2x 3y? + 2y - 1). 


o sistema. ei) 


x 


v E E lees greso) 


БЕТЕП 


nção f: IR? — IR tal que 
Vy) = (FÊ y +1, 


Solução 3 (x, у) em IR"? Justifique. 
ei 9). y > 0, tal que gy (1,1)= E 
z | > 
+ 
Z= фо (ау) x 0 tal que ço (= 1,1) 
Assim, vests =| + 


Ay 


û Utilize os Exercícios 5 е 6.) 
de > > > 
Бро de forças F (x, y) = P(x, y) i + Q(x y) j onde P e Q são funções definidas 


16A C IR, denomina-se conservanivo se existe um campo escalar ¢ : À — IR tal que 


In (x? + y2) + e7? +k ( € IR) 


é a família das soluções do sistema. ө E икад 
Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: a condição neces 

é também suficiente? A resposta é não. (Veja Exercícios 9 e 10.) Entret 

restrições forem impostas ao conjunto A a condição será, também, sufici 


ma será discutido no volume 3. 


o y, quando existe, denomina-se função potencial associada ao campo F. O 
as dado é conservativo? Justifique. 


x? +y bfGpn-yi-xj 


12 
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xi+yj 


(RF + у? 


22 a energia potencial associada do campo F. 


Teen) AS 


E) AE xL A Uma partícula de massa т = 1 é abandonada na posição (1, 1) com velocidade inicial v, = 
|. (CI. D Sendo F a única força atuando sobre a partícula, determine a posição y (1) da par- 


tícula no instante 1, Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


3) = Рх, у) É + O (x, y) 7 um campo de forças com Pe com 
Seja y) = (e (P. у (0), ГЄ la, b), uma curva de classe СІ, com (a a 


uma curva fechada). Suponha que, para todo £ € la, b), y (t) € A“ Prove. 
conservativo, então, е, 


Seja É a força do exercício anterior. Uma partícula de massa m = 1 € abandonada na posição 
(1, 0) com velocidade inicial vo = (0,2). Sendo Р а única força atuando sobre a partícula, 
determine a posição y (1) da partícula no instante . Desenhe a trajetória descrita pela partícula 


bs 
F (str) - (dt =0 


къл ; POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 1 


+ y? 


ja (x y) de classe C? no aberto A C IR? Sejam (xo, у) € A e (h, k) # (0, 0) tais que 
to de extremidades (xp, Yo) é (xp + Л. yo + К) esteja contido em A. Consideremos 


Р 
S уу-уу 


> ES E 

= f + ht, yg + ki), £ E [0,1 

onde P (x, y) + е Qiy) = > á 8 (0) = f(x + ht, уу + kt), 1 € [0, 1]. 
e KE é шесе оз valores que a f assume nos pontos do segmento de extremidades (ҳо, yo) e (ху + 


b) Calcule |. F (vr) yU) de, onde уй) = (os t, sen 0, (10,221. ў 


+). Esta função g desempenhará o papel de ligação na extensão da fórmula de Taylor 


fórmula de Taylor, com resto de Langrange, para funções de uma variável, temos: 


с) Ё é conservativo? Por qué? 
E РА " А 
Seja FG, y) = Р(х,у) i + Q(x y) j um campo de forças сот P e Q definidas e c i 
no aberto A de IR. Se Р for conservativo então existirá uma função escalar U (y) defi 
ema tal que F = — V Uem А. Uma tal função denomina-se função energia potencial "e 
ciada ao campo Ё. Determine, caso exista, a função energia potencial associada ao campo Eds; agora, в'(0 e g'(0: 
dado e satisfazendo a condigáo dada. 4 


7 eU (0,0) = 0. 


¿O=e0+g 00-094 £O a - o 


"t S у(х, 
DF-e 80) — S 60 


в Ёкуу=х/ yj eU(.0)-0 


иб, = 


с) Ё (у) = во оул ук 


EN 


d) F (es) =x 1 —ху j eU (0,0) = 1000. 


E Sao + ht e y = yg + kt: 


Seja U (x. у) = 28 + i y? a função energia potencial associada ao campo Ё“ 


CREA 
a) Determine F. Zee 
) Uma pa ão (1, 1) com velocidade aula Es alo 


b) Uma partícula de massa 1 é abandonada na posiçá y 
que F én única força atuando sobre a partícula. Determine a posição 7 
da partícula no instante 1. Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


(Sugestão. Pela lei de Newton $ (0 = É (y (0)) 
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o. Fazendo x = xo + h e y = уу + k, obtemos 


ria EE 249.027 
0 GM Ux COM + 


(хо, уо) (у — yo) + Ei (х,у) 


T Er xo, yo) (х — хо) + 
A (Хх. у) 


onde a 


= xy + htey= yg + М. 
Temos, então: ы 


(хо, Xo) 
B conia s 
a 000 (o, yo)k e 


E : 
5 UID 


Yo + kr. 


É (= x9 0+ 


dy 


4(0) 


[re = f (xo + h, yo + k), g(0) 


a" 


DE 


onde x = ху + hf e y 


Observe que (Ӯ, Y) é um ponto interno ao segmento de extremidades (xof 
E. pois 7 € JO, 11. cs Gol e а Н y 
АС у) = f Go. уо) + 3-60 уо) (х xo) + a mo y) 


i y) em v vo). 
linômio de Taylor de ordem 1 de f (x, y) em volta de (xo, Y) | 

Er жтайсо de Р. (x, y) o plano tangente ao gráfico de fem хо, Ур, f (%0: 50) 
|5) €o erro que se comete na aproximação de f(x, y) por Py (x, у); O é a expressão do 
Ba forma de Lagrange. (Às vezes, usa-se a expressão resto em lugar de erro.) 


IMPLO. Seja (+ y) = In (x + у). 


Substituindo 2) em O) resulta: " 
o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de | >, 7 |. 


f (xo +h yo + k) = f (xo, ош. + 1 ET 
e que para todo (x у} coma + у> Lina + у) (049 DIS 2 69 y- D^ 


onde 


ЕФ D A Gr +2 ee] 


para algum (7, F) interno ao segmento de extremidades (x, yọ) € (xo + hh ya ЮУ 
Demonstramos, assim, o seguinte teorema. F 
D Day dy x+y 


Teorema. Seja f (x, y) de classe C no aberto A C IR? e sejam (xq, у) EAE DA 
(0, 0) tais que o segmento de extremidades (xy. yg) e (tg + A, ур + À) esteja contido: 
A. Nestas condições, 


ч PN =x+y = 
I + y) = P) (x, y) + E (x, y), onde 


1 РЕ ЖЕ RA ES 
(5-1) e 


f (xo + В, yo + 0) = fixo, yo) + оол + Za. yo) k + ERO te 


onde 


E (h, k) 


para algum (3, 5) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (ху + A0 t 
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le (x, y) e suponha que /'seja de 
ет B, existe (Y, F) inte! 


no ao segmento de extremi- 


co de 
ja (9. у) um ponto critici 
je G0 М. Prove que para todo » 


дез oO е (x: 9) tal que 


D 
GA +2 


GG T + 


Como estamos supondo x + y > 1, teremos, 


ПК 

coma y 1, 
"heus 
18011 Deal DA ا‎ 
2 2 116 20-3) 


EG yn > уса) 


também, X + y > 1, Ass; 
Assim para Қ 
و ب‎ = 


< 1. Segue que 
+ m (a, b, c, d, e, m constantes) e seja (Xo, Yo) UM 


+ һу + су? + dx + ey 
do (h, 


ja ) = а? 
Rd: Prove que parto 


fixo + h yo + K) = fig. vo) = ali 


+ bhk + ck. 


ou 
JP — dac < 0 entio 


уе (ху. o) como no exercício anterior, Prove que se a > Û e 


уш ho + Û fog 


para todo (x, y), com x + y > 1. Assim, 
todo (h, K) + (0,0). Como é o gráfico de f? 
Uni *y-PGIelgsy-pi i 
id с И | Suponha f(x, y) da classe C na bola aberta В de centro (ҳо, yo) € que ae derivadas parciais бе 
1 Anders sejam limitadas em В. Prove que existe M > 0 tal que, para todo (x y) € В 
linz-k y) у E Я ч 
(+ yo 01< 2 (x y - 1) Ife y) — Pi Gi X) = M Gc у) = Gg sao I 


“onde P, ( y) é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (xo, yo? 


para todo (x, y), com x + y > 1. 
yo) + e. com a, Р, c, xp € yo constantes. 


Considere o polinômio P (x, y) = «(x ц) + PY 
Suponha que exista M > O tal que, para todo (x, у), 


1PG у)! МП у) — Go X I. 


Exercícios 15.4 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta do ponto (y oj 
а) fo у) = et easy = (0,0), 
5) / у) mi + у a + Aye (оу ур) = (1,1). А : 
©) f(x y) = sen (Bx + Ay) е (xû, yo) = (0,0) : Prove que Р (x, у) = 0 em IR. 

x+ Sy 3 2 н " 
¢ * e Py (x y) o polinômio de Ta volta de (jd [р Seja xy) de classe C? no aberto A C IR? e seja (p. yo) um ponto de А. Seja o polinômio 
{ Petinmio de Taylor de orden 1 dej ie A Р(х у) = à (x — xo) + b (y — уу) + c coma. be c constantes. Suponha que existam M > O 
uma bola aberta В de centro (x, у), com В C A, tal que, para todo (x, y) em В, 


MfG у) = PG DES Ml y) — G9 59 IP 


2 Sejam f(x, у) 


а) Mostre que para todo (x, у), com + 5y < 1, 


TEES 


3 
PRISAS 
1< 26 A 
Prove que P é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (хо, Yo)- 


В) Avalie o erro que se comete na aproximação 


HL 


para x = 0.01 e y = 0,01 - ; 
3. бе EEE . POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 
рейс cy = x + ye P (x y) o polinômio de Taylor de ordem Lde fem vo 
е (1, 1). Mostre que para todo (s, y), com ix = 11< 1ely = LI<1, 
MG. y) - PL 1<7 (e - DF + 6(у— 1? 
4. Sejam FG, у) = x? + y! — x + Aye Ру (x, у) o polinômio de Taylor de ordem | defe 


Uponhamos f(x, y) de classe C? no aberto A C IF. Sejam (o, уо). (xo + h Yo + Юе £ 0 
К М, yg + kt) como na seção anterior. Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange, 


funções de uma variável segue que 


g^ OPE OS 
Da-oh«£4*a-9 


de (1, 1). 

a) Utilizando P, (x, у), calcule um valor aproxi j)sendox = 10018) E= 60) + ي‎ (0 0 + E 

$) Avalie o erra que se comete па mpronimacio do lomo] Н r i 2 
im É em JO, 11 


(Sugestáo. Utilize o Exercício 3.) 


304 Um Curso de Cálculo — Vol. II теогета do Valor Médio. Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange. 305 


Vimos no parágrafo anterior que 


# 


Y 
о-у Zao hop = fro. + E cont Stott 


EL (ro. we EQ k) 


T 21 Pr 
EO) GO +2 (s ik PE yy 


onde x = xy + ht e y = yọ + kt. Deixamos а seu cargo verificar que 


Pp APRA 
E hi + 3 ES 


ZEE 9M sy 
CLAN y 12 £+ 3 ir CM + 


5 [e ve 


; 5) interno ao segmento de extremidades (xo, у) € 


tamara EL me 


a" 
ад? 


onde x = xy + hte y = yọ + kt. Temos: 
(o +M yo + 9, 


g(D= f Qo + hyo + k), g(0) = f (xo, уо), 
#'(0)= 3- (хо, Yo) + 1 Y 
1 w+ TN 


(29:39) 2 LL q, soh + 
p xay "0 
E E EE е з у, 1 [азу pp yu 
2f, 2k x СРМ X - 2 £L. (д, уо) (c7 x 7 90) + 
Fado EE 5 «Le : Е Cp, 30) х)? + 2 ay Goo) (em 
onde F = xo + hË e F = yo + М. 2 
+ + Gon) 0F 


Substituindo @ em O resulta: 
polinômio de Taylor de ordem 2 de f em volta de (xo yo) 
ху + hey = y + kno teorema acima, resulta: 


f(s y) = Py у) + E (59) 


fg + h yo + k) = fg уу) + p FILI 


РУ В 
СА жо)? +2 ioy 5 ЫР 


3 2 
onde Elena ay EE + 


add 
Br Pa Hero 
E (h,k) sl EDI ¿Lope к+з A Gj Era ene + f now] 
S A G vel 5) interno ao segmento de extremidades (xy, Jo) € (5 3) 


para algum (3, Y) interno ao segmento de extremidades (xp, yo) € (xo + 
Demonstramos assim o seguinte mine o polinômio de Taylor de ordem 2 da função dada, em volta do ponto (xo, yo) dado. 

gen ve ago) = (0.0) 

д + 2y + Зу? da selado edi р. 

3 ay + 3y? + x y como soma de termos do tipo 


Teorema. Seja (X, y) de classe C? no aberto A C IR? sejam (xo, Yo) € ADA 
(0, 0) tais que o segmento de extremidades (хо, ур) € (xo + h. yo + k) estt d 5se o polinômio / (x, y) 
em A. 1 0-17. 


y) o polinômio de Taylor de ordem 2 de f(x, y) = x sen y em volta de (0,0). Mostre que 


orema do Valor Médio. Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange 307 
306 Um Curso de Cálculo — Vol, It Teorema do Valor Me 


MG y) = Boy 


1 
bil iy 
[ 3 х] 


4. Sej f y) de classe C^ noabertoA C IR c seja (xp y) um ponto de A (lembre-se de; 
€ em A significa que todas as derivadas parciais de ordem 3 sio contínuas, ema), Е 
ma bola aberta В de entro (i x), com В € A, eum número М > O tuis que pa 


as Cd T 
co X (D) a gr oe 


ra todo (x, у), com [x | < 1 À f | 
s : ag + геу = yo + М. Deixamos a seu cargo provar por indução que 


É BE pe 
6a E p=0 MP) à 

MG у) = Pa (a E MU у) — (xy vo) IP 
i о fey = yo + kt. 


nde Pa б. ¥) £o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (s уў = Concha, mula dé Taylor com resto de Lagrange para funções de uma variável, temos: 


Elx, y) 
[T 


lim — 


x grog) 
lu) = Ga) Щх, y) 8(D-7g()* X в (0) + E 


Er (л +1! 


onde E (x y) ftx у) — Pa (x, y); isto é, o erro E (x v) tende a zero mais idamente B 
3) 7 (xo, Yo) I, quando (x у > (у 0 li Bum 7 em 10, 11. Segue que 
5. Sejam f(x, у), Pa (x. y) e (xp, ур) como no exercício 4, Prove que existe uma função, М 

definida em A tal que, para todo (х, у) em A. 


ELE 


a E fr o”, ro Php 
һу to fos») + É A Y nel 


Lun 
+E (hk) 


Fix y G у) + eG у) TG y) — Gg xg) IP 


com 


lim ф(х, у) = ф(хо, ур) = 0. 


[TE 


1 POR QU rior 


6. Seja Gs у) de classe C по aberto A C IR? e seja (чу Yo) um ponto de A. Seja Ê (x EIER 
o) 2 CEM E р Jassicoas 


Polinómio de grau no máximo 2. Prove que se. 


= 


(5, y) interno ao segmento de extremidades (xp, yo) e (Xp + A, yọ +). 
i provado assim o seguinte 


J (x)= В (x.y) 
3) Go, 0) 


testo tros) MC 


então Р, (x, y) € o polinômio de Taylor de ordem 2 de. fem volta de (xp, yo): 


"- 
0 (Fór de Taylor com resto de Lagrange). Seja f (x, y) de classe C" * 
0 A C IR e sejam (хо yo) € A e (h, k) # (0, 0) tais que o segmento de extre- 
es (xg. yo) e (xp + A, yy + X) esteja contido em A. Nestas condições 


Suponhamos f (x, y) de classe C" * ! no aberto A C IR?. Sejam (xp yo) Ga t Adot 1 E ca А 
50 = f (xp + ht, уу + kt) como na seção anterior. Vimos que 5 JEU) Go, 90) + É Al x (5) ук eom Pk? |+ 
? 1 Enn 


zd du or + E(k) 
800 = + > ( Y), 
xe Yh- PRP = 


2 22 
Fi A (JACA 


EM so 1 n+1 
Bro) 


de 


(X, y) interno ao segmento de extremidades (xp, yo) € (xo + h, уу + K). 
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2r + 34/0. 


) (0. 3) são, respectivamente, pontos de máximo 


16.1. PONTOS DE MÁXIMO E PONTOS DE MÍNIMO | 
(V 


Seja f(x, y) uma função a valores reais e seja (xp, yı 3 q 33 р EY 
à de máxi e cure ACD ni T E 10 ef(0,3) = — 36 0 valor mínimo de 
yo) é ponto de máximo de f em А se, para todo (x. y) em A, iA t БА.) = 340 valor máximo (0,3) = — 30 va 

provar analiticamente que o que dissemos acima está correto, podemos 


inte modo: para todo (x, у) em A na 


До у) = f (xo у). =0 

Sendo (xy, yo) ponto de máximo de f em A, o nú d + 

máximo de f em A. Kem An пао Cup dy) ed ijo -x20 

" Dizemos que (xp, yo) € Dr € ponto de máximo global ou absoluto de f se, pa 
Я р 


fu) =. 20 
Diremos, neste caso, que f (xo, yo) o valor máximo de f. Ef(«-/(0,3-2:-y*32 à + (Gx >0 
Finalmente, diremos que (ty. E 


aberta B de centro (xo, y) tal que 


Ж, у) S f (xo, Yo fix у) 2Р0, 3). 


para todo (x, y) € В п Dy. А , 2 
Deixamos a seu cargo definir ponto de mínimo de fem A C Dp ponto de mi Seja (x, y) definida em IR dada por 
e ponto de mínimo local. Е 
Os pontos de máximo e de mínimo de uma função f denominam-se 


A 
 ylef(0,0) 
EXE) › ^ + prinio local; (3, 0) é ponto de máximo local e todo (ҳо, у) pertencente à 
'MPLO 2. Seja f (x, y) = 2x — y e seja A o conjunto determinado pelas condi e + y? = 4 é ponto de máximo global de f. Deixamos a seu cargo fazer um 
J ? о defe verificar as afirmações acima. 


+y? sex ty =4 
—(х—3)?— у? رعو‎ + yia. 


ren 


EXEMPLO 1. (0. 0) é ponto de mínimo global de f(x, у) 
mínimo de f, pois, f (x, y) = f (0, 0), para todo (x, y) em II 


0, y = 0, x + y = 3 e у = x. Estude f com relação a máximo e mínimo em À. 
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16.2. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS PARA QUE UM P 
INTERIOR AO DOMÍNIO DE. f SEJA UM E; 


LOCAL DE af 
f é derivável em xof ео) = ®Ё (xo. v] 
8 El эх / 
O teorema que enunciaremos e demonstrare > Ao é ponto interi E 
" » nstraremos a seguir form é ponto interior de Ге 
selecionar, entre os pontos interiores de Dj, сао дааш, ч spé panto deam ipe dog 
Teorema 1. Seja (xy, yy) um ponto interior de Dye suponhamo g'o) 
8^ оу) 


af 
gi seda Nod A 
gy Uo: do) existam. Nestas condições, uma condição necessária para 


seja um extremante local de M s ef 
Sé que ax 00) = 0e эу 0020 


Demonstração 


e a BAUR que [s Jo) seja um ponto de máximo local de f Como (x; 
Jr, Existe uma bola aberta В C Dj, B de E 3 
ств Jj B de centro (xy, yo), tal ques e deste iéórema que se (xy. Xp) for interior a Dy, f diferenciável em (xp. уо) € (хр, 30) 

tante locál de f, então o plano tangente ao gráfico de fem (xo. vo. f (o. Yo) será para- 


Же, y) & f Gg, уу)- 


(ҳо, Yo) é um ponto crítico ou estacionário de f se (xy, vo) for interior a Dj 
0) = (0, 0). O teorema anterior nos diz que se f admite derivadas parciais em 
interiores de Dj, então os pontos críticos de f são, entre os pontos interiu- 

‚ Оз únicos candidatos a extremantes locais de f. 


o Yo) € A que não é ponto interior de A denomina-se ponto de fronteira de 

ior não se aplica a pontos de fronteira de Dy; um ponto de fronteira de Dy 

exiremante local sem que as derivadas parciais se anulem nele. Os pontos de 
ч ра 


Por outro lado, existe um intervalo aberto /, c : 
Г Я . com ag El, É 
Consideremos à função g dada por ud coss 


£ (O = fis yg. x El. 


© 2. O único ponto crítico de f(x, 

0) não é extremante local (para uma visualização geométrica, desenhe as inter- 
ráfico de f com os planos ус ¢ xz). O ponto (0, 0) denomina-se ponto de sela. O 
ta função tem o aspecto de uma “sela de cavalo”: tente desenhá-lo. 


[22] 
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2-35 
EXEMPLO 3. Seja z = f (x, у), com domínio A = (( y) € IR? x | 3573 Ri 
y) = ху + 3x. O ponto (0, 0) é um ponto de mínimo de fem A pois f(x y) 3у2-3 = 0, 
3, J = " 
Como 27 = 23 + 3, segue que 2/ (0, 0) = 3 0, Este fato não ошг sistema são: (1, 1), (—1. D. (1,—1)е‹ 1). Temos: 
x x 


pois ele só se aplica a pontos interiores de Dye (0, 0) não é ponto in 


Hif. уш e Т 
Suponhamos, agora, que o domínio de f seja aberto e que f seja de él " 
mos, ainda, que (xj. ¥) € Dy seja um ponto de máximo local de f. Consido 
8 (5) dada por ш 2f û, 1) = 6; logo, (1. 1) é candidato a ponto de mínimo local. 


g) = yg. 


Tendo em vista as hipóteses sobre f, segue que xy é ponto interior. 
disso, é ponto de máximo local de g: como e é, também, de classe С? teremos que [ 
кас | om o ponto (1, — 1). (Interprete geometricamente.) 


6; logo, (1, 1) não é extremante local, O mesmo 


g (ro) = бек" (xy) 0 


(observe que se tivéssemos g” (xj) > 0, x teria que ser ponto de mínimo 
mesma forma, considerando a função й (y) = f (o, y), teremos que ter 

J. Sejam g (х) = f(x yg) e t (v) = f (10, у). Obser- 
então (cy, уо) não será extremante local de 
| de я, então (Xp, Yo) nào será extremante 


р (ху) um ponto crítico de f(x, 
"i não for extremante local de g 


Fica provado а e teorema. 
p assim o seguinte teorema. forma, se yp não for extremante lo. 


Teorema 2. Seja f de classe C e seja (ҳо, yy) um ponto interior do dom 
condição necessária para que (xy. y) seja ponto de máximo local de fé que (xo, уд #8 


os candidatos a extremantes locais, sendo f (x, 4) = 


-Axy*x agb tiyay 


FEES 
P+ Ax + 4y. 


f = 
a 00 «0e 


Lero эу) < 0. (Interprete, 


y 


crítico de fe, além disso, 


x= 5y. 


Se no teorema acima as condições Z£ (s. PIT Z f 
x 
ef 
TES 
Luder (хо. Yo) е 
ponto de minimo local de f. 


MA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UM Ponto CRÍTICO 
EXTREMANTE LOCAL 


ef 


(ху. ур) = O teremos uma condição necessária 


EXEMPLO 4. Determine os candidatos a extremantes locais de f(x, у) =" É 
Зу+4 1 
Solução нку= 


ão os pontos críticos, pois o domínio 


Os únicos candidatos a extremantes Jocais 
é aberto, De 


2 چ وز‎ = 3-3 
x ay 


resulta que os candidatos a extremantes locais são as soluções do sistema 
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O próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente para шй 
extremante local de f, 


ahe =) ouc =z 


КОШ! 


(29.10) < Oe H (ху, уу) > 0, então (x. yg) será ponto de máx 


c) Se H (xg. o 
ponto de sela. ? onsiste em minimizar 
d) Se H (ху. уу) = 0, nada se pode afirmar. d 


Demonstração 
Veja Exemplos 3, 4 с 5 da Seg. 16.6. ж 


EXEMPLO 1. Seja f(x y) = 1" + y? 
=D, C. De (71, —1). Temos: 


нау = 
Entáo: 

PJ 
H1, 1) = 36 > 0e 2241, 1) = 6 > 0: logo, (1, D é ponto de mínimo local: Ў 


э? 
1) não é ponto de mínimo global, pois /(—3, 0) < f(1, 1). 


H(-1,-0)=36>0€ Ta —1) = = 6 < 0; logo (—1, —1) é pontós 


local; entretanto, (= 1, — 1) não é ponto de máximo global, pois f(4, 0) > /(®Й 
H(—1,1) «Oe H (1, — 1) < 0, segue que (— 1, 1) e(1, — 1) não são extremantes 
de sela. 


EXEMPLO 2. Seja fx y) = 31º + 24, O único ponto crítico de fé (0, 0) e te 
0; logo. o teorema não nos fornece informação sobre este ponto crítico. Tral 
mente com a função verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto de mínimo 


é ponto de mínimo local. Pela natureza do problema, é ra- 
imizam о custo 


? 4 " ita que (Vo, 6 ) 
EXEMPLO 3. Seja f(x, у) = х + 2y. О único ponto crítico é (0, 0) e H (0, 0) 5 dimensões que mini 
x = 0 não é extremante local de f (x, 0) = х7, resulta que (0, 0) não é extrema que este ponto seja de mínimo global. As dimensões q 


А6, ‚ (Uma forma elegante de justificar que (N6. Voe ponto 


EXEMPLO 4. De: nstruir uma caixa, sem tampa, com a forma de um pb = ¥6 ес 
pedo retângulo e com 1 т? de volume. O material a ser utilizado nas laterais a E 2 y ET m= 
do que será utilizado no fundo. Determine as dimensóes da caixa que Eus al é a seguinte: para cada a > O, seja i (a) o valor mínimo de g 
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а доа reta encontrada no item d) faga uma previsão para а demanda quando o preço, 


unidade, for 10 reais. 


as retas reversas г є s de equações 


tb, b > 0; verifique, então, que o valor mínimo de A (a) é 
. : verifique, então, que o уай 
, imo d. 
camente este processo.) Pos 


9e 9.0.2 + (1.2.0. AIR 


Exercícios 163 === 


1. Estude com relação a máxi 
relação a máximos e mínimos locais a função f (x, y) = ^ 


аул} + зу +, 
ERE 


E 0.0.4 * n (1.1, Du E IP 


bey 
+У ted ay 8 
Determine Ре Q. com PE re 0 


DA 
MEME шеш. 
y + 4y — + Зу Ш menor possível. 
partículas P, e P 

lo, 1, 1); respectivamente. No instante г 
а por Pa passa pelo ponto (1, 1.0). Qual deve 

ca distância mínima entre elas seja a menor possível? 


5, de modo que a distáncia de P à Q seja 


ЖЕТ 


deslocam-se no espaço com velocidades constantes у 
Qa P, encontra-se na posição (1, 1. 3), Sabe-se que 
ser a posição de Р, no ins- 


Pe 
hèt ر - ہے‎ 


Daty- зк Sy 1 
5 TE 
m1>0ey 5 
2 Seja f y) = ax? + by? 4 
y? cxt de + ey + Londea, b, c, d, ee [sto coins, 


se (Ag, уу) lor extremante local de f, então será extremante global 


kaa empresa produz deis produtos cujas quantidades são indicadas por + e y. Tais 
ЕШ são oferecidos ao mercado consumidor a preços unitários py е p» respectivamente, 
epéndem de xe y conforme equações: py = 120 — 2re pz = 200 ~ y O custo очу da 

ler quantidades x c y dos produtos é dado por C 2 + و2‎ + 


Gg + М, уу + М) (h e constantes) E uma, “para produzir e vende 
o. Admitindo que toda produção da empresa seja absorvida pelo mere do, determine а 


stude com relação a extremantes globais a função f (x, y) = 
E produção que maximiza o lucro. 


(Sugestão, Observe que o gráfico de g (1) =. 


ауз 2 +2 
E bi ху + 
eox*2y-2y-63-3 ENS ARA duzir determinado produto cuja quantidade é representada por z, uma empresa utiliza 
د(‎ Ap + 2 RELATA [are fatores de produção (insumos) cujas quantidades serão indicadas por v e y. Os presos 
y pé + 72 dy unitários dos fatores de produção são, respectivamente, 2 e 1. O produto será oferecido do 
(Sugestão, Ulize o Exercicia 2) 4 $ mercado consumidor 3 um prego unitário igual a 5. А função de produção da empresa é dada 
DERE toan do i 1 900 — a. — yê + з2х + 413, Determine a produção que maximiza o lucro. 
neo o plano х + 2y — z = 4 que se enc е E 
Sb nd 4 que se encontra mais próximo da origem, a% ¡Considere o sistema de partículas Ру, 2... Pay localizadas nos pontos (бу, ү), (t Ya) +» arn) 
los minimos quadrados. Dados п pares de números (a, bj), (do, bo), (r Bg de isses mj, Ma, m, Seja N = (x, y). Determine N para que o momento de mércia do sis- 
1 ba a esa, ei relação a М. seja mínimo. Conclua que o N encontrado é o centro de massa do sistema. 


o produto de m; pelo quadrado da 


712: 3, em geral não existirá uma função afi = ax + áfico passé por todos os ss momentos 
E a mfi) Beujo gi 
Né a soma do 


pontos. Entretanto, podemos determi irados dos erros 
inar f de modo que a soma dos. 
Seja minima Pois bem, determine ae E Е 


VObseryacáo. O momento de inércia de P,em relação a Né 
f distincia de P; a N: o momento de inercia do sistema em relação a 
de inércia, em relação a N, das partículas que compõem o sistema.) 
2 cuja soma dos quadrados das distâncias а (0, Û, 


à, Determine o ponto do plano 3x + 2y + z 
буе (1. 1, 1) seja mínima. 

Considere a fungáo/(, y) = 1 =x - Y x De y > 0. Determine o plano tangente ao gráfico 
de f que forma com os planos coordenados tetraedro de volume mínimo. 


Seja 6, 2) de classe CÊ e seja (tp. yo. zo) um ponto interior de Dj. Suponham os que (o, Jor 


Eta. B= Ула) = bi ] 


seja mínima, 


6. 'rmine, ét : 
Determine, pelo método dos mínimos quadrados, а reta que melhor se ajusta dos dados: 


DUDO 
А сз A "n ne DADA ie 20) seja ponto crítico de f. Sejam H (x. 2) e Hy (xz) dadas por 
x (em RS). Foram observados os seguintes dado (em milhares) quando o pis RE M pr ow 
x 10 ax! дхду óxdz 
; коо NE 
H - axay зу? 
s зу 


A tabela o preço unitá à q 
nos diz que ао preço unitário de 5 reais a demanda foi de 100.000 unidades; Pode ser provado (veja 16.6) que: 


unitário de 6 reais a demanda foi de 98.000 unidades etc. 
será ponto 


a) Dei é г д B o”, 
) Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta 405 Jose Len. yp. sg)» 0, Hi (xg. 30: 20) > O e H (p. у to) > O. então (хо, у, Z0) 


observados. 
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f 
(ose S£ sso ag) c0. 8 
а, у Уо 20) < 0, Ну Gg. ур, ду) > 0 е H Gg у а) < 
de máximo local o 50) <0, ейи 


16. Seja f(x, у, =) de classe C^ es E 
Seia 3 de classe С? seja o Ju t) ponto interior de Dy Suponha 


o epa E 
e Coto POT T o = 062 
para o ponto critico (y s, 29) ser ponto de mínimo local de f. 
n à 

eos Л ey 


" à 
PIDE 


máximo local de cada g- mas que (0, 0) não é ponto de máximo local de f. 15 


20. Seja fs y) шта fungo que admita derivadas pacas em todo RÉ Suponha g 
lico ponto crítico (xy. ур) ¢ que este ponto crítica seja ponto de máximo local P 
Eme (jp VON rena tn ШАШ 


16.4. MÁXIMOS E MÍNIMOS SOBRE CONJUNTO COMP? 


Nas seções anteriores determinamos condições necessárias e condições s 
que um ponto de Dj seja um extremante local de f. Entretanto, para muitos 
rem na prática é importante determinar os extremantes em um subconjunto 
teorema de Weierstrass, que é o próximo teorema a ser enunciado, fornece-nos 
suficientes para a existência de tais extremantes.. | 
Para enunciar o teorema de Weierstrass precisaremos antes definir conjunto: 
Seja A um subconjunto do IR; dizemos que A é um conjunto limitado se A 
do em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro lado, que 
Junto fechado se o seu complementar (Gs. y) E ЇН? | (x, y) € A) for um conjun 
Pois bem, dizemos que A é um conjunto compacto se A for fechado e limitada! 
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a bola fechada А de centro (хр, yg) e mio г > 0,4 = {(ж у) € IRIN (x 
é limitado e fechado. 


Че Weierstrass, que enunciaremos a seguir (para demonstração veja Exerci 
onta-nos que se f for contínua no compacto A, então f assumirá em A valor 


orema (de Weierstrass). Se f(x, у) for contínua no compacto A, então existirão 
(t. у) € (хо. уз) em А tais que, para todo (x, y) em A. 


fe у) Gs ES 


à de Weierstrass garante-nos que se f for contínua em À е A compacto, então 
(xj, ¥1) е Ga, уу) em A tais que f (xq, уу) É valor mínimo e f (xa, Уз) € O 
nos, agora, o problema de determinar tais pontos. Suponha- 
a derivadas parciais nos pontos interiores de A. Sabemos, então, que entre 
mieriores de A os únicos com possibilidades de serem extremantes são os pontos 
ssa primeira tarefa consiste, então, em determinar os pontos críticos de f que 
ferior de A. Em seguida, procuramos determinar os valores máximo e mínimo de 
de A. Comparamos, então, os valores que f assume nos pontos críticos 
о de f na fronteira de A: o maior destes valores será o valor máximo de fem À. 
o valor mínimo. 
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Pontos críticos de f no interior de A 


As soluções do sistema 


so: (1, 1), (1, =1), (=1, 1) e (71, —1). Segue que (1, 1) e (1, —1) si 6 


críticos no interior de A. Temos 


f(1,1)=-4 e f(1.-1) 2 0. 


Análise dos pontos de fromeira 


60-2) = 0g (-1)=4,g(1)=0eg()=4 


atingido nos pontos (2, —1) e (2, 


fQ, -0) = 4е/(2,2) = 4. 
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no é atingido nos pontos (2, ~2) е (2, 1): 
fQ,-2)-0efQ. 0 =0. 


de forma análoga sobre os segmentos PQ, МО e MN. concluímos que о valor 
ca fronteira ё 4 e este valor é atingido nos pontos (2, = 1) (2,2); o valor 
а поета de À é —4 е este valor é atingido no ponto (1, 72) 


do os valores que assume nos pontos críticos com os valores máximo € 
Valor máximo de fem A é 4 e é atingido nos pontos (2, —1) 
& Ac é atingido nos pontos (1, 1) e (1, —2). 


or mínimo de fem А 


212 ey 1). 


ayemA = (1,1) Ell 


Determine os extremantes de f(x, У 


; logo, fassume em А valor máximo e valor mínimo. O único ponto 
crítico não € extremante (verifique). Segue que 
«ão atingidos na fronteira de A. Os valores de па 
são fornecidos pela func: 


Ей) = f (cos t, зел!) = en 204152. 


Р en эт 
tinge o valor mínimo em 1 =7, €t = 


je os pontos de máximo de f em А; 


os pontos de mínimo de fem А. O valor máximo de fem 


„ A figura seguinte, na qual estão desenhadas algumas curvas 


E; fornece-nos uma visão geométrica do problema: 


o valor máximo de f no segmento NP é 4 e o valor mínimo é 0. O valor 
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EXEMPLO 3. Determine os extremantes de f(x, у) = 2x + Я А P 
р ЕНУ Уста diii un-se 4 horas de máquina è 
E Porz > а Le 45 do produto 
| do produto 1 e 45 do рт 
СТОК 
" para o lucro mensal ser máximo. 


a E la de 20 unidades 
de mão-de-obra. Espera-se uma demanda de 20 unidas 
П. Calcula-se um lucro, por unidade, de R$ 10.00 para o 
as quantidades de cada produto que deverão ser fabri- 


Solução 


у) que maximiza (minimiza) a função f (5. y) = com x е y sujeitos às 


„f assume em A valor máximo e valor mínimo, pois f 1 


cont a d 
E é contínua e A, 
admite ponto crítico, os valores máximo e mínimo Pee 


o atingidos na fiiis de A Ж $ E 


3 


.onjunto limitado А C ЇН”, mas que não assuma em. 


uma função contínua num ci 
А valor máximo. 


Considere a forma quadrática Q (x, ¥) = 
valores mínimo e máximo de Q em A 


ахі + 2bxy + cy. Sejam О (хт, yj) € О (ху, y2) os 
(6) € IRL + y* 1). Prove: 


ara todo (x, y) + (0. 0). 
ara todo (x, y) + (0, 0). 


sp) um ponto de acumulação de A. Prove que 


inua em (tq, ур) € Dp então fserá localmente limitada em (xo. Yo) 

B er rm te spice e sanae fc uma bola ena f decano 
Uo) tui que a < f) © B para todo (s у) em В П Dj 

Re uma seqüéncia de retângulos em IR, onde R, = (6% 1) € IR lay = 1 = 

ке sy = by). isque Ry D Ra 2... D Ry D ~ suponha que dy = айн) 7 (ey ba 
I M a zero quando п — + = Nests condições, prove que 


Como fé uma função afim e a fronteira de A é formada por segmentos de retas (A ê um 

polígono), resulta que entre os vértices de А existe pelo menos um ponto de máximo e pelo 

menos um ponto de mínimo. Calculando os valores de f nos vértices encontramos: = 
4 (1. 3) = 5 valor máximo e f (0. 0) = O valor mínimo. 


Exercícios 16.4 = Ñ 


R, ORNO m ПЕП (3, y) 


onde X e узо os únicos reais tais que 


< ee, 


ha paratodo n € IN. n +0. 


. 2 contínua. Prove que fé 

1, Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no conjunto dado. : 12. Зе А um subconjunto fechado e limitado do ЇН? e sea f: А — ЇН continua Prove que 7 

a) f y) = 3x — y no conjunto A de todos (x. y) tais que x > 0, y= 0, y ; oma a exângulos como a do 

ex+r=6 Ea Sugestão. Suponha que f одо seja limitada e construa uma seinen de retângulos como a do 
MfG y) = 3 - yemA = (i) € Rd 1) Exercício 11, al que / não seja limitada em A Г\ f para = 1, 2, ~~: conclua que ros 


ema, 9)) 


©) fts y) 
dfi у) 
efi 
ШЕ 


+39- 


сет А = (i y) SIRO, у= 0ех+у 1 
ayemA = (Gy) EIR Ix 0, y = Oe 2r + y 5). 

-P emA = {@, у) e IRL + y = 4) 

> 2y + ду emA = (о y) € ЇН Hace yl 1) 


mente limitada em (X. A au, о que contradiz a hipótese de / ser contínua 
— IR contínua. Prove que f 


Э. (Teorema de Weierstrass). Seja A C IR, A compacto, e seja f: A 
assuine em A valor máximo e valor mínimo. 


(Sugestão. Veja Apéndice ALA, volume 1.) 


2. Determine (x, y), com x? + dy 


1, que maximiza a soma 2х + y 


О MÉTODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA 
DETERMINAÇÃO DE CANDIDATOS A EXTREMANTES 
Locais CONDICIONADOS 


5. Uma determinada empresa está interessada em maximizar o lucro mensal proveniente de O objetivo desta seção é o estudo de máximos e mínimos de uma função sobre conjuntos 
de seus produtos, designados I e II. Para fabricar estes produtos ela utiliza um tipo de ti 

que tem uma disponibilidade de 200 máquinas-hora por més e um tipo de mão-de-obra 

uma disponibilidade de 240 homens-hora por més. Para se produzir uma unidade do P 1 y) е (e) = 0}, (6 

utilizam-se 5 horas de máquina e 10 horas de mão-de-obra, enquanto para o produto И! A т 


3. Suponha que T (x, у) = 4 — x? — y? represente uma distribuição de temperatura no plano: 
A = (Gy) E IR Le 0 y > xe 2y + х = 4}. Determine o ponto de A de menor temperature 


= 
4, Determine o valor máximo de f(x y) = x + Sy onde xe yestão sujeitos às restrições: ЗХ О 
30.3 + 2у = 12.4 Dey Û 


„діа у 0} 


T em 
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se determinar candidatos a extremantes locais é conhecido como método 
dores de Lagrange; os A que tornem tal sistema compatível denominam-se 


(у абу = 
угез de Lagrange para o problema em questão. 


PROBLEMA 1. Seja f(x, y) diferenciável no aberto À e seja 8 


onde g é suposta de classe C! em A; sui = {в уу 

Es Е а: suporemos, tambéi y mea TD И 

ied da fem B. A figura que apresentamos a seguir, onde estão o п de classe Cl ет A, e Vg (5 y) + (0, 0), para todo (x, y) € В. Uma con- 
nível def. ajudar-nos- a chegar, geometricamente, а tal сопы ies 3 ja para que (tp. 30) € B seja exiremante local de fem B é que exista um 


Vf ху, уо) = Ao Vg Gi Уо). 


fx» 


que (xp. 30) € В seja um ponto de máximo local de fem В; isto significa 
a bola aberta V de centro (xp, у) tal que 


=P 
) 
bc 


[rm 


Para feito de raciocfnio, suponhamos Vf yg) + T e que z cresce no sen oid 
figura (ey < сз < сз < ду, Vamos então pensar geometricamente: e (yọ Yo) 
local é agável esperar que a curva de nivel de que passa por oste pot seja 

, à restrição g (x. y) = 0, isto é, os vetores Vf (Xp, yo) е Ve (xg, 
paralelos e como Vg (xg. у) + (0. 0) deverá existir um Ap HA PE 


ye€BnV.(xyeBnVesgqy-0e( y) E V. 


ideremos, agora, uma curva y diferenciável num intervalo aberto / tal que y (Ig) = 

EL y (4) # Û g (y 10) = 0. para todo r € 1 (a existência de uma tal curva é garan- 
2/09 3 a das funções implícitas). Da continuidade de y segue que existe ё > O tal que 
V E (хо) tE lig = 8 tọ + êl = y (H EB N V. 


SW ESY (o0) 


cal СА) [ 
€ Jg — 8 tọ + dl; assim, rg é ponto de máximo local de F (1) = f(y (D) e como 


ior a 1, resulta F' (19) = 0, ou seja, 
Nf (y (4g) + Y бу) = 0. 
lado, de g (y (0) = 0 em I resulta 

Ve (y G9) у 00) = 0. 


МЫ 


Vf (o: Уу) = Ap Vg (Xo, o). 


Geometricamente, chegamos à seguinte condição necessária: uma condição пе 
que (ху, Yo) € B seja um extremante local de f em B é que (ху. yy) torne compatível 


Em vista que V g(y (49) * Û , segue de O e O que existe Ag tal que 
VAC Go) = Хо Ve Cy (o). ® 


Vf (y) = AVg (х,у) 
g3) =0 


V ози 
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Então, sendo f(x, y) diferenciável no aberto A е В = ((x, y) € Alg ( E JE ( 34m _ E ão os candidatos a extremantes lo- 
suposta de classe C! em A e Vg(x, y) # (0, 0) em B, os candidatos a exti 13 " 1 I p 
fem B йо os (x, y) € A que tornam compatível o sistema. 5 3.5 13 
ЕА Zi Y >f VAT resulta que 
[у Го. Veto) É, 13 13 
1 go hinoi B 
i é ponto de moime[- é ponto de mínimo de fem 
Estabelecemos assim uma condição necessária para um ponto (xp, yo) ser ı 


local de fem В. Trabalhando diretamente com a função o aluno deverá 


tricamente.) 
candidatos encontrados são realmente extremantes locais, 


y y coma 


Observação. Se no teorema 1 centarmos as hipóteses f de classe Cl eV 
0), então poderemos afirmar que a curva de nível de f que passa pelo ponto (д 
neste ponto, a restrição e (x, у) = O. Entretanto, nada podemos afirmar com; 

зе V f (xo. ур) = (0, 0) (veja Exercícios 1 (f e 1 (g))- 


—дев = (x) € Igi y) = 0) 


EXEMPLO 1, Determine os extremantes de f (x, y 


classe CÎ e Vg (x, у) = (736, 1) + (0,0) em В, resulta que os candidatos a 


Solução és locais são os (x, y) que tornam Compatível o sistema 
Seja д x? + y! — 1; о que queremos são os extremantes de fem В = (( Vil) = AVE (х,у) 
¢ (x, у) = 0). Como g é de classe C e Vg (x, y) = (2x. 2y) * (0, 0) em B, 26-0 


candidatos a extremantes locais 


[e n 
rn 


i Хаа é (0, 0) que não é extremante de fem В, pois f(x, у) > O para x > 0e y > 0 
0 para x < 0e y < 0. 


que é equivalente а 


O 3. Encontre o ponto da curva xy = 1, x > O e y > 0 que se encontra mais pró- 
igem. 


qui de se determinar o mínimo de f (x, у) = a? + y? com a restrição xy = 1 (3) 


ido da distância de (x, y) a (0, 0). 


Solução 


Seja (a, b) (a > 0 ¢ b > 0) um ponto da elipse x^ + 
(a bé 


ou 


com os eixos triângulo de área mínima. 
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T 
ab 


А ВЕЕ 2 
|g (a, у O problema consiste em minimizar А = — com a res- 


ab 


INN 
(22 AVE (9) -f 


jüngulo OMN é: A = 


O único candidato é (1, 1) e, por inspeção, verifica-se to, 
) De, 1 -se que (1, 1) é ро 
sim, (1, 1) € o ponto da curva xy = 1, x > 0ey ra d 
pol 3, x > бе y > 0 que se encontra mais 


2x*y-242. 


2. Seja f (x y, 2) diferencióvel no aberto A C IR e seja B = (6.2) € AT 
0), onde g é suposta de classe C em А e Vg (x. у. 2) + (0, 0, 0) em В. Qual uma 
'ssdria para que (Xp, Yo: zo) Є B seja extremante local da fem В? Raciocinan- 
ente, como no Problema 1, chega-se à condição: a condição necessária para 
EB ser extremante local de fem В é que exista A, tal que 


Vf Gg. Yo. zo) 


a o leitor a prova desta afirmação. Deste modo, os candidatos à extremantes 
em B são os (х, y. z) € A que tornam compatível o sistema 


[fi v. 
| gov. 


Ag VE Gg. Yo» 20). 


Уг (х. у.) 


5. Determine o ponto do elipsóide x? + 2у7 + 3 


1 cuja soma das coorde- 


2) = x + у + 2comarestrigio x? + 2у7 + 


REFA o ыл E. s 


¬ (a, b) = 0 g 
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Os candidatos a extremantes sào: "lado, de y (i) € В para todo t € 1 segue que 


g(y( = Oeh(y (0 = 0. 
TES 
Da compacidade de B, da continuidade de fe de f (X) > f (X5) segue qu Ve Qr üg) Y (o) = Oe Vh (y 49) + Y бу) = 0. 


rado é 4 E 
lo em vista que y' (to) # De Ve (Y (9) ^ V A (y (tg) # O. resulta que 


G ma Ela) is Ay e Az tais que 
A CE ; VP (4) = Ay Ve CY 49) + A2 Vh Cr (0) 


O próximo teorema fornece-nos uma condição necessária para (xo, zy) serum 
local de f x. у, z) com as restrições g (x, Oe h (x, y. 2) = 0. Para а demon 


teorema vamos precisar do seguinte resultado (cuja prova fica para o leitor) 
5 PRESE EUR EXTUS o E 
© vetores do IR taisque uA v # O, u’ c =0, v- с=бею c 


Ss э 
reais A e Az tais que w = Ари + Ау у 


2) diferenciável no aberto A C IRF e seja B = (( 
= 0}, onde к e h são supostas de classe Cl em; 


s 
z) + Û em B. Nestas condições, uma condição neces: 


Vf Gg, Yo. 20) = Ay V8 (ху. Yo 20) + A2 Уй (ху, Yo. 20) terminar os pontos que maximizam a função f (x, 
do da distância de (x. у. =) а (0, 0, 0)) com as restrições £, 


onde g (x y. D =х+у+— Пел y z) 


Demonstração 


Suponhamos que (« sp. zo) seja ponto de máximo local de fem B, o que 
existe uma bola aberta V de centro (xy. ур, zo) tal que, para todo (x, у, 2) € В.Г), 


n 


ES бф Yo 0) 


4}. 
) que tornam 


: > stamos indicando por В o conjunto (€ 
IR, / intervalo aberto, tal que y (19) = (to, vo. 20). 7 (t) * 0 e y (0 E B pará d “B € compacto. Os candidatos a extremantes 
(a existência de uma tal curva é garantida pelo teorema das funções implícitas) f 

nuidade de y, segue que existe $ > O tal que 


MIS 
1€ ln- S+ êl = YO E Bn V. EE 
hy z 


Assim, para todo t € lty — 8. tp + ô| tem-se 
р É А+ Dux 
FO ау) = Fer (ы). К Аз вау 
A À+ 2uz = 
nm 
Dex d ay + 


Logo, ty é ponto de máximo local de F (1) = f (y (1)) e daí F (tọ) = 0. ou seja, 
o VfGr (o) * Y (to) = 0. 


=4 
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De De ® segue 
bi Valor máximo e o valor mínimo da função f (x, y. +2y  zcom a restrição a? + 
2x0 — д) = 2201 ~ p). 1 =4 
Para ge 1,x = z Substituindo em O e O) o ponto do plano x + 2y A mais próximo da origem. 
[2x y —1 1 
E пе o ponto da reta 


X + 2)1 ¬ 24)? = 2 60902 - 8 -0cx- Ооих = encontra mais próximo da origem. 


(x, y, 2) = x + 2y + 3z sujeita às restriçõesa? +y? + z 
(x y 


dexty+z 


Temos, então os candidatos: (0, Loe ($ 2; ОА НЕ 
os pontos da clipse л + ху +y? 
os da origem. Desenhe a clipsc. 


(de centro na origem) mais próximos e os mais 


(E que y = 0; substituindo em @ e © 


2+1 = 


o ponto da curva ? — 2ху + y? mais próximo da origem. 


ов pontos da curva x! — бху — 73? + 80 = 0 mais próximos da origem, Desenhe a 


е o ponto da superfície xyz = 1.1 > бе у > Û que se encontra mais próximo da origem. 
e determinar trés números positivos cuja soma seja 36 c cujo produto seja máximo. 


Segue. aef 52 pe, entre os triángulos de mesmo perímetro, o de área máxima. 


panes Como é contínua e В compacto, basta comparar os valores de fnos бӯ 
ados: 


que c éo valor máximo de xyz, x = Û, y 2 (ez > 0, comarestrigiox + y +2 


FO. 1.0) = 
0). Concia que a média geométrica de trés números positivos é sempre menor ou igual 
1-43 aritmética destes números 
у 0 ] mine, entre os paralelepipedos-retángulos de mesmo volume, о de área máxima. 


ja-se construir uma caixa, sem tampa, com 1 m? de volume e com a forma de um рага! 
edo-retángulo, O material a ser utilizado na confecção do fundo custa o dobro do que será 
nas latera. Determinar as dimensões da caixa que minimiza o custo do material. 


coco! In 
2 
da origem. Por outro lado, (0, 1, 0) é o mais próximo da origem. 


Exercícios 16.5 


i-se construir um paralelepipedo-retângulo com área total 100 em”, Determine as dimen- 
ra о volume ser máximo. 


o paralelepipedo-retângulo de volume máximo, com arestas paralelas aos eixos, 
rito no elipsóide 


aix у) = Зу + vex ez! = 1 DS 

ШК; MEA RA 1 DIAN = + y 4 9 16 

ALN = xye + 4y = 8. A Df. =" + ху nine o paralelepípedo retângulo de volume máximo, com três de suas faces nos pla- 
UN = <y dead Б/у) а و‎ ) EIR lx + 2y + 32 12,68 0 ye 0e 
ЮЛ. у) =x ey! — ar Зуех+ Df») - 


2, Determine a curva de nível de f(x, v) = 
0. Qual o ponto de tangéncia? 

3, Determine o ponto da reta x + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja máximo. 

4. Determine o ponto da parábola y = mais próximo de (14, 1). "m neo plano tangente à superfície 7— + 2 + —1,x>0,y>0€2>0, que forma 

5. Determine o ponto do elipsóide x? + 4y? + 22 = | que maximiza a soma x + 2y ¿minimo 


6. Determine a su le nivel da fur : i E i 
Determine a superficie de nivel da função fes y у = 4 de modo que a distância de Ра О 
3 + 2y + 3: = 4. Qual o ponto de tangéncia ja a menor possível. 


peratura T em qualquer ponto (x, ¥, z) do espaço é dada por T = 100.1 yz, Determine а 
¡peratura máxima sobre a esfera x^ + y? + 22 = 4, Qual a temperatura minim: 


334 Um Curso de Cálculo — Vol. П Máximos e Mínimos 335 


26. Considero a forma quadrática О (x, y) = 
tancamente nulas, Seja e (4, y 


Prove que O (xy, у) = Ay. 


são, Como Q é homogênea de grau 2, utilize a relação de Euler, Veja 
214 


Seja O (x v) e g (х, v) como no exerc 
grange associados au problema 
[FOG у) = АЎ. у) 
+y =1 


uA + th, y, + IK) 
(La, Ya) 


sejam estritamente positivos. Prove que Q (x, y) > O, para todo (х, y) # (0, 
(Sugestão, Utilize o Exercício 26.) 


35:8 
боз) +25 


бох) = 0 


EN 


28. Prove que os multiplicadores de Lagrange associados ao problema do exercício; 


raízes da equação (h, К). é uma condição necessária para (хо, зуу) ser ponto de mínimo local de f. 


[E 


16.6. EXEMPLOS COMPLEMENTARES 


El 
А " ово = [n 31) EE 
EXEMPLO 1. Seja f (x, y) de classe C^ num aberto А do IR”. Suponha que (xp, ур)! a a 
um ponto critico de f. Prove que uma condição neces: 

nimo local de fé que 


Ps 249 PL 
y +2 
(ло. Уб) dr E» 


o Yo) hk + 


& +22 4 
рага todo (Л, k). a : | 
Solução =a раты + 
а a? 
Seja v = (h, k) * (0,0) e consideremos а função 


Д 
=> 
n 
X 
NES 
JS 
* 
8 
E 
% 


g; (0 =f (39 + hk, yo + k). 


Suponhamos que (15. y) Seja ponto de mínimo local de f: então + = 0 será ponto de! 
local de g, e, portanto, deveremos ter necessariamente g" (0) = 0. Сото 


2 РЯ 
y = 2 ор) +22 f Lao ES уд 


Рр" d 
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EXEMPLO 3. Considere a forma quadrática 


Q (h, k) = ah? + зыш + eK, E 


(oo ec = бо. Jesse 


Prove: 
(i) sea > eb Yo, então Q (h, k) > 0, para todo (A, K) + (0,0). у, 7 сш. 
(ii) se. » de 0, então existem (A. А) e (ha. Ka) tais que О (hy, ki) < Oe. 
1 
Solução 


Pelo Exemplo 2, sendo a + 0, 


Qi k) = ne 


(3) imediata. 
(li) se а = 0, teremos necessariamente Р + О: neste caso, existe a tal que ОЌ 


— 1 ieri sinais contrários, (Verifique.) Sea # 0, Q (1,0 e Q (2 -\) terão sita 
a 


к» + Aat, Yo + kD 

í 

| 

A) 
a 


rios 


eg + ht yat k) 


É jizemos ZH la de f se em 

(xg. Yo) € Dum ponto crítico de f. Dizemos que (xp. yo) é ponto de sel 
ud pic xo) existirem pontos (xj. уу) е (12.97) cam Gr.) <f (o. Jo? 
EXEMPLO 4. Seja ү) de classe C^ , ECL EJ у). +» E ít k 
crítico de f. Beiden Cr MUR RD É Sea f(x, 9) de classe C^ num aberto A de IR? e seja (xy. у) € А um ponto crítico de / 
| É mplo 4 que se H (xy. x) < 0. então (xo, yo) será ponto de sela de f (verifique). 


5. Sejam f (x, y) de classe С? e (xg. уд) um ponto interior de Dj. Suponha que 
ja ponto crítico de f. Prove: 


Hog 3o) = 


ap. м 
PX 


então (Xp. yo) não é extremante local de f. 


б» > O e H Gg yo) > O. então (x yo) será ponto de mínimo local de f: 


) og) < O e H (xp. 34) > 0, então (tp у) Será ponto de máximo local de f 
Solução Р 


Seja 


e ү Р idade das funções 
gt = fg + hyo + kv = (h EX. i ике саш da ыр 


Pela regra da cadeia, 


2 ueni» 


E o 2r 
eO = ST (o. э! +2 5 (хо, yo) M + A (xo, 90) E^ 
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зери, pelo teorema da conservação do sinal, que existe uma bola aberta B de ja + 0, verifique que 


p) (podemos supor B C Dj, pois (ҳо, У) é ponto interior de Dj tal que, para 
B. k 


2i 2e 
E 


Pela fórmula de Taylor. com resto de Lagrange (veja teorema de 15.4), para todo ( 


55 
(xg + h, уу + K) € B, existe (x, S) interno ао segmento de extremidades (xp, y) 
Yo + tal que “ 


1 
Жу + he ур +k) Гоо) = 


5 de que x [ED z (хо. уо), pois (xo, Yo) é ponto crítico de 


Como (x, $) € B, 


TNT 
aug Lew] oy О A 
*la 5l ^ [а 5|. 
ô B 8B 
tendo em vista o Exemplo 3, ра 
e 8 а € 
оф + h yo +k) — f (xo. уо) 2 0. E | | 
2 824518 elas 
ou seja, E ГЕ 
è В| 
е. у) > fg 9) 
para todo (x, y) em В, com (x, у) 4 (xg. ур). Portanto (ҳо, ур) é ponto de mínimo а 8 a e Y 
b) Fica а seu cargo. [Basta verificar que (xy. g) é ponto de mínimo local de g G 8 ві E F 
Em : di "n 
A s a 8 
ВЕ 


EXEMPLO 6. Sejam a. B. y, б, e е ie números reais dados. Considere a forma 
Q(r.s n = а? + В + ү? + 28rs + Dert  2ost. 
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Como, 


a ё 
5 B 


а e 
© 7 


Ца є 
Bv 


resulta 


2 
omen=a(r+hs+£,) * 
a“ a 


EXEMPLO 7. Considere a forma quadrática 
Qr.s.D = ar + Bs) + ү? + 281 + 2ert + Dest, 


Verifique: 
a de a 
a A 
95:18 B g|>0.|, Mu Ое Dena 3 СОЕ$ DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES 
“e ; 
О. 5.1) > 0, para todo (у, 3, 1) + (0,0,0). 
ão de uma variável real a valores complexos é uma função cujo domínio é um 
Ee а 8 de IR e cujo contradomínio é С. 
seja B e|«0. р осоо она 
epy LO 1. Considere a função f dada por f (t) = È + i cos t. 


Q (r; s, 1) < 0, para todo (r; s, 1) + (0,0,0). 
c) Se E ds бе æ 0, então existem (rj, sj, 11) € (73,55, 12) tais que О (rj, зү, fj) 
Q Urs, 551) > 0. 
Solução 


а) е b) são consegiiências imediatas do Exemplo 6. 


E 3 тү 
2 
а ssim, @ (1, 0, 0) e Q| = à ) 


contrários. [Sugerimos ao leitor determinar outras situações que levam à existén 
зр 14) € (Fp, у, 19) com Q (гү, 51,11) < 00 О (F2, 55 12) > 0.] 


Deixamos a cargo do leitor a demonstração do resultado que aparece no Ext 
Sec. 16.3. 


(Sugestáo. Proceda como no Exemplo 5.) 
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O 3. Seja f (t) = cost + i sent. 


MOR 
А quef (0 = if 


(cos t, sen 1) 


[cos t + isen f] = —sent + i cos t 
P sent + i cost = i (cos + isent) 


if (1). 


A — C. A CIR, uma função de uma variável real a valores comp 

stem, e são únicas, duas funções f, (f) e fo (1), definidas em A e a valores 
Га) = f, (0 + if» (t). para tado 1 Є A. Pois bem, diremos que fé contínua em 
somente se f, е f, forem contínuas em ty. Diremos, ainda, que f € derivável e 
mente se f, e f; forem deriváveis em ty. Sendo f derivável em то, definimos a. 
em ty por 


O 4. Seja u (t) = e“ (cos Bt + i sen Bi) onde аге B são constantes reais, Seja А = 
Verifique que 


F UDSA су) + ify gl 
Seja f: A — CLA C IR; dizemos que F : A — C é uma primitiva de fse F' (t) = би qe [cos Br + i sen Br] + e“ [— B sen Br + iB cos Br] 


d 
a ae [cos Bt + i sen Br] + Bie™ [cos Br + i sen Br] 


todo 1 € A. А notação | JU) dt será usada para indicar a família das primitivas 
(ex + ip) e [cos Br + i sen fir]. 


Teorema. Seja f: 1— C, onde 1 é um intervalo em IR, Se f" (1) 
1, então existe uma constante complexa k tal que f (1) 


Demonstração é ir fe g duas funções a valores complexos, definidas e deriváveis num intervalo 1. Prove que, 


Seja f (t) = fy (1) + if» (1). Segue da hipótese que fj’ () = 0e f; () = Oem 
existem constantes reais Å} e ko tais que, para todo 1 € /, 


fh е p0=k "Get e fig t 


“LOM IDO epist. 
Le (0F 


Portanto, para todo 1 € J, 


fO. 


САО DE e", COM А COMPLEXO 


А um número real; já vimos que u (1) = e^ é a única função definida em IR e que é 
o problema. 


Como conseqüéncia deste teorema resulta que se f: /— Се к: 1— С, Limtervalo, 
que f" (1) = g' (t) em Z, então existirá uma constante complexa k tal que, para todo гет 


g(-fa*k 
De fato, pela hipótese, para todo г em /, 
E - fer -o 


e, pelo teorema acima, existe uma constante & tal que, para todo t em Z, 


80-50) = 


agora, А = a + if, onde ae Bsão constantes reais. Vamos mostrar a seguir que 
u (t) = e“ (cos Bt + i sen Bt) 
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e" с que Bé um argumento de z: 


é а única função de IR em C que é a solução do problema E „+ 1 Observe quelz 


© 


De fato, u (0) = 1. Pelo Exemplo 4 da seção anterior, а = Au, Deste modo a fur 


e“ (cos Вг + i sen Bi) é a solução de (D. Como | u (f) | = e, segue que и (r) £ Û 
Suponhamos, agora, que v = v (1). r € ЇН, seja, também, solução de C), isto €: 


enl 


e" cos A 


A uma constante complexa. Do que vimos anteriormente resulta: 


v(1) = Av(1), para todo f, e 
(0) = 


Гел и = Ae", para todo r real, 


Vamos mostrar que v (1) = u (1) em IR. Temos: 


[ vtt) ] Lovato) = vir) wi) AO utt) = Avi utt) ximo exemplo mostra-nos que a propriedade 


gh = eh eh 


ий) Lut) È шш 


Assim, existe uma constante complexa k tal que, para todo r em IR, 


Wa 
ий) 


Como v (0) = u (0) = 1, resulta k = 1, Portanto, 


v (D) = u (f) em IR. 
е + А s m : 
Fica provado que и (1) = e (cos Br + i sen В 0) éa única função de IR em C satisfa e * 4: é a única função de IR em С que satisfaz o problema 


Nada mais natural do que a seguinte definição. 
de= (toda 
Definição. Seja А = a + i8, com ae В reais. Definimos 4) — 1L. 
A Да + 181 ça (as i B $ 
e = d T DIS ef (cos Br i sen В) (relação de Balen) y d што lado, v (t) e e^, 1 € IR, também satisfaz © (verifique). Portanto, para todo 


para todo t real, 
MAE = eit ем 


Fazendo t = 1 na definição acima resulta: 


e * IB = “(cos B + i sen B) 


Sea=0 


eP = cos В + isen B. 
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Solução E 
© eÏ = cost + i sent. cost+isent , cos! — [50 Г cos + sen f (verifique). 
«7 = cos (=0 + isen (~i) Ted b 
j LO 4. Mostre que 
ou seja, | | 
® ci = cos? Ө — 3 cos Ø sen? Өе sen 30 = 3 cos” Өзеп Û — sen” Ө. 
e" = cost— isent. 


Somando membro a membro (Т) e O resulta 


eil 4 emit 
cost 


2 


Subtraindo membro a membro De @ resulta. 


Sendo A # O uma constante complexa, de (e) = Ae^ segue 
e? = cos 30 + i sen 30. 


ex dt i ek 
(cos 0 + i sen 0) = cos 38 + i sen 38. 
EXEMPLO 3. Calcule: 
" | 
о feta b) fet сота. (bos 0 + isen 0)! = cos? Ө + 3 cos? Û (i sen 6) + 3 cos 0( sen 0) + (isen P 
Solução 


o fera cos! 0 — 3 cos Өзеп? б + i [3 cos” Өзеп Ө — sen 0]. De @е @ 


nm 5 
o fe sna fe a HU TEE TIT, 


-i 


sen 30 = 3 cos? Өзеп 0 — senî Ө. 
Ou seja, | 
IMPLO 5. Scjam z = e" * P, сот 0 < 8 < e Oum real com O < 0< T. Repre 


Й 


1 : j 
s geometricamente z e ze". 


IE 


Comoe” = cos t isen ree = 


ati 8) 
енга ш 
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n a um número complexo dado e f : I — C uma função contínua dada, onde 7 é um 
ilo de IR. Consideremos a equação diferencial linear, de 1º ordem, com coeficiente 


Os módulos de z e z; são iguais a e^. O vetor Oz, € obtido de Oz- 0 
апо, no sentido anti-horário. E dinde. 


EXEMPLO 6. Sejam 


» dois números complexos com argumentos B e 
mente. Sejaz ==, Ei: Pres 


dx, j 
a) Verifique que Iz | = 13, 1551, Marae E 
b) Mostre que fi, + 8. é um argumento de z, 


Solução 
Pela fórmula acima, 


u-k (ЄС). 


ie ee jener ke + ner fe do 


vá 
à в, 


[eos В+ isen B2) 


(сох + isen fi) 


= cos jj + i sen Ba, resulta: 


е a e'e, 
Portanto, 
шу! ев +80 
а 2 
ou seja, 1 solução geral de Tt +x=0 


M [cos (Ву + Ba) + isen (Bj + 820). 


2 
LL + x= 06 equivalente a 
i 


b) Bı + Ba é um argumento de z. 
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d [de de 
ETA TA A 
| di [ zn s] [ T i] O (verifique). 


dx 
Fazendo u = CÈ + ix obtemos 


cuja solução geral ё: 


хеде LÀ eo. 


Fazendo A = 


e B = k obtemos: 


x = Ae" + Be (A,B e C). 


io característica da equação dada.] Fazendo па 


[Observe que i e —i são as raízes da equac: 
solução acima, e" = cos г + isen ree " = cost — i sen 7 obtemos. 


х = А (cost + isen D + b (cos f — isen t) = (А + B) cost + (Ai — Bi) sent, 


ou seja, 


4=Ajcost + By sent (A, B, € C). 


A.3. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGÉNEAS, РЕ, 
2.* ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 3 


Consideremos a equação 


dx, de 
© ao ta gte 


Onde a, ¢ az são números complexos dados. Sejam Ay е A, (Aj, A € C) as raízes da equa- | 


gio característica de (D, Procedendo exatamente como na demonstração do teorema da Seg. 
5.2, obtemos os seguintes resultados: 


€ А É Ау, à solução geral de (D será 
Ayet + Bye (A, Bj € C) 


x 


е Ay = Аз, a solução geral de (D será 


xA eM  Byteh! (Ay Bj € C). 
IPLO. Resolva a equação ï +24 + 2 = 0. 
А+ 2А +2=0 A= 1 +iouA=—1-i, 
-0! 


nei (1 
х= А”! ^P + ве 


ap + Bye (А,В, € ©). 


x 
brando que e^ = cos + isen te e " = cost — i sen t, resulta 
х= е [(A + Bı) cost + GA, — iB) sen fl. 

А B 


seja, 


x=e'[Acost+Bsent] (A BE С). 


E а 
ção: Se a, е ay forem reais e se as raízes da equação À? + aA + а 


E a cip 
х= Aq + + qa 


x = e [Ae + Be} (a B e С). 


o Bt = cos Bı + isen Bte e IP = cos Br — i sen Bt resulta: 
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= 0 forem 


mplexas, então tais raízes serão números complexos conjugados: А = а + 18. Assim, a 
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x7 e" MA, + Ву) cos Вг + GA, — iB) sen Br] D = Age = Ae + Bue se A = А 
п 


jl ys a seu cargo concluir que a solução geral de (7) será: 


x = e" [A cos Bt + B sen Br] (A, BE С) ^ 
TA cos Bl DAL J дем + Beh! + СеМ se A; # Aj parat je 


A.4. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, DE 3.º ORDEM, 
COEFICIENTES CONSTANTES E 


х= AeM + Bte + Ce se M = Аз Ф Ау, 
Consideremos, inicialmente, a equação homogênea 


dx dix 


amd us х= AeM + BreW + CreM se Aj = Ау = Аз, 


(0) 


de 
+ وه + کک ری‎ =0 
эш 


As equações li s. ão ё coeficientes constantes, são 

{5 equações lineares de 3. ordem. não-homogêncas, com сое o 
Aias Jo mesmo modo que as de 2º ordem. Fica a seu cargo estender os resultados até 
ıi obtidos para equações lineares, com coeficientes constantes, de ordem n > 3. 


onde aj, qz, аз são constantes dadas. Sejam Ay, Аз e Ay as raízes da equação caract 
АЎ + aA” + aA + ау = 0, Temos: 


Aj + Az + ۸3 = ау 
Aja + Аз + АзАз = аз (relações de Girard). 


A1243 = —a3 
Substituindo em (7) obtemos: 
dx d? а 
T8 © +۸2 + AD A + (дэ + АЈАЗ + 4243) Г -= Asc 0 


que é equivalente а: 


d? [ dx d 
a E эх] О Аз) 


1 1 i 
A de 

Segue que = (0),1 € IR, será solução de (I se e somente se u = “= — Agi for sol 

da equação linear de 2º ordem 


аи 
а 


du 
= (A + A) — + AA = 0. 
(y ha D An 
Portanto, x — x (1) será solução de (/) se e somente se 


= Agr = Дем +BeM se ALAS 


RESPOSTAS, SUGESTÓES 


OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 
L2 
1. Sim, pois, é contínua. 
2. Sim. pois, é contínua. 
3. Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = | 
4. Sim, pois, é contínua em [0, 1]. 


5. Sim. pois, é limitada e descontínua apenas em x = 0. 


7. Sim, pois, E limitada e descontínua apenas em x = 0 
8. Não, pois, não é limitada em [1.1] 
CAPÍTULO 2 


21 


1. a) 2+ 2 


EI ins 


se 0551 


2 a frodas 


sext 


x se Osx SI 
se x >1 


2x se osre! 
2+ins se x> 
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b) FU) x E IR. 


DESI 
Ф х>2 


355 
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E 287 
Es 2 "ast. 
I se х= 2 sex<l E 
4. ау Fws À Ку=+2 В 
*2nx se xl x яе! m) am 
Ы Não: dm DOO FU). pm FG) - FQ) 
кэт ETT re 4-1 
5. а) F(x) = x x EIR: P (x) = f(x) para c 1 ёт 
b rFü-I7/0) 7 
d) 


24 


БЕ) = sen 


La F- 
i m DES 
- « A zx 
o Fo d) Fi) = Resena 15 
à Е w 2а 
e) FG) IE MR M 
Y F Рот کے‎ 
F=f e + сё oa F (= 2r [er ateo л 
] la 25 
D F= card pe os e di 
lo E 
2. Crescente em |-x, —2] e em [0, +l; decrescente em [-2, 0]. р, 
з. pape? 
DEL 


LA -2 
La) Dle? +4672] 
су! 


E] by = (2 +1] 


4. Sugestão; Verifique que [F (x) — F (= e)! = Oem [=r rl. 


[17417 755] 


1 A Fon 
6. Integrando por partes: |; ren =| f en “| MEC 
lo 


$ ў ? gemb- 
; = Y ш mii + GG = Uus Y Pelo TVM existe c; em һу 
С 2. a) L(P) Pta Ж-ү 


que ад) —/& D e f (ep Ax LU = Yo d eU GP. Ах ово. 


CAPÍTULO 3 
зл 
a - 
La) m ME sarei cen 
г а= 
n 2лу2 " 
ал D 
nr ar [d ES 
2443 
2л A 
DES [es пт z] Р 
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de айа = C= cos 0 аө + |да + cos 0)? و‎ = os 
3 


93 


» PELE 
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Er os 
i a im 
6. ijr [2 sen 20 — ig 20] d0 , 
36 = 
: 1 
d -3 
42 2 
La) (45) 5 E 2 ^ 
к, aM ба 
2 1 
E aż) EL 
( эл a 
» 6 
DEL 
2 
n: я 
45 
1 1 
8. 242 л? 
2 
CAPÍTULO 4 + 
a К 
4 
EE ba А 
1 =. 
at Ф + 2 
T 
En э 
ES D 
[ z 
"n3 DES 0 
ж 1 
DES »3 
fires mins 
2 
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T 


43 


cem 
5. a) 0 
44 


1. а) converge 
©) converge 
e) converge 
4) converge 
1) converge 
0) converge 


3. а) diverge 
©) converge 
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à dera by ke 213 
2 
à ie -Lert E sent ау ke” Lens 2 sent 
2. 2 5 
e) keen Dis 
10. 
nex 
де — -Lcos 3r + Sende 
-de - cost + بے‎ 
d -i 99 10 10 
| 2. вро. onde py é а população no instante r = 0. 
fz Re 
br 22 la Ação que rege o esfiamentoé = СГ 20), onde a É a constante de proporcionalida- 
d)! i 2 
de, T( = 90e" +20 onde a = 5c In F- 
LER 20 
в 
а а= Е-е 
b) diverge R 
d) converge. s 
pare i= е — 264 тооз 120 mt + 11 sen 120 t) 
h) converge Tr 576r? 
J) converge 
m) converge : 
Ў 1. a) x= Ae" + Bet b) x= e (A + BD 
) converge PAMET 
4) Фе E е2 + go d) x =A + Be" 
e) xe seit gen A х=е (A + В) 


a + Ba 


8) y= Ae Ве" DE 
D A+ Be B yc дех + pelo 


D x-A*Be * m)x- A Bt 
1 
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53 


54 
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2) m Ae pe? PEUT 


p) Acosvar+ Bsenva t 
s) e IA cos 22 + B sen 2r] 


2) se e E cx P) ¢ (A cos Sr B sen Sl 


DELI 


EN ij incen) 


2. a) 


3. a) х= Ае%?! + per 


] E CA 
у= л je? ni sen VT) d) — cos 12 sent 
c) y=A + Be" ER ee [= m y ] 
sent 


2 sen 2 — cos 2r A!) 


4. A equação que rege o movimento da partícula é: mi = 
КЕТ a з= 


а) x0) = e "(1 + 0. Desenhe o gráfico. 


A) x0) = (1 — дет". Desenhe o gráfico. 
&oun 
o0ccc2 
e ba--5eb-m 
2r Se di T 
1. a) Ae! + Be P = cos by Ae E + Bre 
e 2 UN 
o Ae + PERI d) Ae + Be + 
ү e) e" сохт Bsen +2 Л А+ Ве T em 


g) Acos1 + Bsenz— cost hy AC Bee 


1 
Ji Ас + Bene + ent eost 


mA cos 31 + Bsen 3r imd 
ау ж зї 
e EE 2,1, 2 E 
ETT п) Ae + Be + qu о) Ae” + Ве 2 - совт 
pA Be! + cos 3r коз qp A+B” е 
1. a) e (A cos 2r & B sen 21) b) A cos Sr B sen sS P 
' Ld n A+ Bee ie s A FRE" TE 
©) e 2 (Асов V3 r+ Bsen 3r) d) Aet ge Nt » 1 
e) A cos 3r B sen 3t dia te ria (2. A cos wt + B sen wt = coros wt 
иа acte T — APR 
3 | gie: 2 
PP 
д 67 A cost + Beni) Der [i ЕТТ Ф - وکا - ووک‎ 2 + $ 
D Ae + Be e gı +в) a n 26 
b 


= 2 [-23w cos wt + (wà — w°) sen wi]. 
Aaa (wê 1 


п) A cos 2 + B sen 2r 
5. Sugestão: Considere os casos w = wg e w + wp, 


Tree 
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CAPÍTULO 6 1 scm 7 
з йшй ЕУ шерне OD 
LON=ADIALDASIR  £y-70,-D AQ АЕА НІН TIERS 
4 ЫНЫ A123) A EIR dizere CT AE an tt 
s 0= == © E a 
busen paiva ШЕ! 
0) amiy Жө nvs изз + (шуу — шуу)? + цуз а) “Пи ЛУН 
6a пе (2,1) b т=@,-1) ШЇ ТТЕ 
E 4yn-Q. 
2 2.-9 *A(LAEIR Б (у=. -2 HACDA EIR 1. a) Éabeno b) Não é aberto 
В. а) (y) = (1,2) + A (2, 1A E IR b) (x ¥) = (2, —2) + А(1, 3). A € IR с) É abeno (conjunto vazio) dy pee aberto 
ALI Kx 2— E 4 e) É aberto (conjunto vazio) л Eabeno 
9 a ОЗ). боад + +32 = 6 Es h) Não é aberto 
b C242) [Gs = 0.1. - D) = 00026 y 2: : МОСС ТУ el A 
a a crias " 
10. ау) = 0.1, 0 + 40.21, EIR o MODI а le el у> i 
Бу ху, = (2,1, 71) FAQ 1,3, АЕ rS ө (ауел = 1.1=у=2р DIR 
12. (ex 3= 0.2, 71) + A0, 53, € IR al rea éparselaá diregiode ТЛ v =(3,0,-3). a) É fechado b) Nao é fechado 
A as E Wd. 5 с) É fechado dy Não é fechado 
13. a) u AVE, 4,03) by u A V= (4,2,8) Ө É fechado 0 É fechado 
1. UA V Res = 0,2 D] e бошу: MEER пои 
са ЛТД а (0.1.2) = 000 det у +3; етой 
i Й 2. » 
an 
ә 45 2 
E — Y 
a = qef + uf + uf pre р 
sl чите E T x 
deso a + 4 = үш} ). De modo análogo, 
tem-se: и> | u le Wann uy. 
He Ko uU ЕЕЕ HORUM бы * * 
SNN - узж veia VER Y Шош u — v bul lv 
9 w=au+By э п-и (ан *Bv)-a(u-u)tB(u-v)co usw 
a pois, u - u =w È = Le w v = 0, De modo análogo. obtém-se v < w = f 
12. Sejam a е B dois reais quaisquer tais que au + Bv = 0. Segue que u «(au + BY) | f 
4 Oidaja(a ca) + BCU + V) = Oe, portano, о = 0 Do mesmo modo, v (au + | = * > * 
Bv)- v Depot ae s (+ BU V logo, B 
Em E 1 
y + ¥ = 1. Fica provado, assim. que quaisquer que sejamosreais е Ba ш + BY = Û x 


а= B= 0, Portanto, u e v. são linearmente independemes. 
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7 » 


ri n 
Tê 
ә. 
^) 
n 
D 
72 
А 
D JE A? 
TV 


o) 
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2. а)0<г<=1 
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2 а) wyd) = 


3 а) ¬ 5>> -1 02 = 1> 5 


Шарль 
P 
m 
® 


DIL 
is 2 1 1 1 ae 
1. a) 3 + tsent 28 b) (e resent, 2e) tenda E da +A A 

c) (— 6 sent 21.2 — 26) d) (Ê sent 20,6 ~Ê. Ê — seni) d) (yaw) = (0,1 DAURI AEIR 


э. Seja F = (Fp, Fy s E) sendo К' и) = Û em 1 resulta F; () = Oem A para i = 1,2, . 
Kp tais que F (1) =, para todo rem 1, (i 1,2. 
ky ky) 


+) 7-0 ў 


п, Segue que existem constantes ky, kj. 
n), Portanto, F (1) = kem 1, onde k 


74 


1.0) lim Fu 
n 


Я dF 3 
4. Verifique que L | Fin А Ê | = Û em 1.e use o Exere 3 
de di 


5) 2.0 =; D NES 
5. Sugestão: parat 7 U= Ni e re rt 
20) dm IF + Go - [ tim (A "E E 4 QT ial A Lus 
аре a 01 EXT n LLLI Ta vos = uj کک دم ۾‎ =2 
b ar а) 
= iy Вау + Bo y bg Г Е CC EET > 3 
b T= seni + cost] + ki a = © ceri cmi] 
b) Wm fly Fin | lim f(D A (0, lim. ft) E (r lim f(D E, o) 
= (Lay. Lay... Lay) =La E: 
MN: Vo aot d (N= an 
c) lim Кау ^ С) = lim (FU) Gat) — Fs t) 65 0. F3 (0 G (0 = FL (0630. 3 
156 i 3 ar Add. 
s E ПЕ a Tuji 2T. T -o, те 
FLU) Gs 0) E (0610) = (изра — абу, shy — ah, ab ар) = a A b 9 ayn Tec To To а pele de 
3. a) [re IRI>0) bb rein) b) Sugestão: v () =v (D T (0. 
m р M 
5. a) IFD- Gi) s Ёш Gute tim N PDI Gn im O; peloteoremadoconfiono, — (3 г o-( 


lim 1 Р) = Gy - боро. lim FU- Gi) - 0. 


b Tosa- con? + (Loma y + (2+ nr + К 


j ++ 


> 1 - 
e ris сас cd 
6. Como F écontínus em la. bl. D também será. Segue que ll F (r) é limitada em fa. bl, É 2 


ou seja, existe M > Û tal que l F (1) = M em la, b) 75 
1 5 ККУ; > 
"а= ате 
Lo urea [E]? [Loa ED 
LE PESE DII 
deny? 5 j 2 
-2> i 
T — (2 sen 1? + 41? cost? yn 
PREISE nj ise 


fg 
Авена j еа p ЕЁ. 
а? 


—25sen51 7 -16cos4t j 4e? k 
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PR Capo de Clo — Vo t 


by 
102152] € Eq Dmiieljag 
3 3 
YT 
UNT А 4 
1 ello iride j 1 
1. a) лү + 4g + q2 + утаа?) p ds 
E> Z 1 
[te a —- + (cos 8y 
M ¡ES 
EXTUS r 2 
ا ود‎ вт ا‎ + 
1+ 2 
a +42 => 
à du ans dize 
ТЕТ 
AE 
ES NS 
م‎ = —— A 1їхї-1у!#0 es-ixisysixl 
(= ) (2 
= == 0050 - psen0l +| Ê sen @ + p cos ê 
Lime rmn] (fers 
ig: 
з 4 слу 
Әт d) x21 
^h 


Lal b) 3a + 25 


2 ау (x y) e IR ie – ур bz 


TURCA. nd ato — VoL 
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4. f(x. 3) = ах + by, onde а e b devem ser determinados de modo que (I. 0) = 2e/(0, 1 


Tem-sea = 2е = 3. Assim: f(x у) = 2х + 2 
5. a) homogénea de grau zero. b) homogénea de grau 2 
©) não € homogénea. d) homogênea de grau —2, > 


6.0) FAV. 4) = js Le 2) J 


5d з al 
pez 9 VF. obser que 


= 1e que /| 2, 
В 


parabolóide elíptico 


d) As curvas de nível são circunferências com centros na origem. 


cesi) 


1 
* 
e) As curvas de nivel são retas paralelas a x + y = 0 
x z 
Ы x +3у 
1 
» 
1 f) As curvas de nível são as circunferências + y? = 1 — 
О gráfico de g é a parte da superficie esférica x° + у? + ‚ correspondente û z = 0. 
1 
y 
5 E 
x 1 
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РРА c D As curvas de nível são as elipses a? + 4y? [EP 
gx-cüscslyx- - c 
У 
= T 
h E m) As curvas de 
1 
x 


i) As curvas de nível são as circunferências. 


x 


Ў) Y = 1 éa curva de nível correspondente a ¢ = 0. Para ¢ > 0, a curva de nível é o par de 
Tes y = x + ce je 


0) As curvas de nível são retas x = ¢ (e = 0). 
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Nm. onus case — vot 


» » =0 
" e<ojlte>o 
e=0 x 
c>ollle<o 
с=0 
e=0 Imagem = IR 
ө ад ey eem 0( 


Imagem = [0, + =| 


с{к—2).х#2 


Imagem de = IR 


Й Sec=0,x=00y=0 
oltoy 


l-ex EIR deyl (e IR) 


PER 


Imagem de f = IR Imagem def = IR 


e)jy-c (CEIR) 


© (EIR) 


6 um atado too ни 


3 
с=2 
4 а f(1. 1) = 30 valor mínimo de f. Não admite valor máximo. 
b) Não admite valor máxima, nem mínimo, 
€) Zero é o valor mínimo de f: este valor € atingido nos pontos (s, б), x = 0, ош (0, y), у = 0. 
Мао há valor máximo. 
4) Valor máximo: 1: este valor é atingido nos pontos (x, 0), x + 0. O valor mínimo é zero, 12 а » 
que é atingido nos pontos (0, у), y 2 0. " 
"mr orar tio de em Ai at vtr mimo em A c— 
f) 260 valor máximo, que é atingido em (0, 0): / (0, 0) = 2. Não há valor mínimo. ویک‎ 
1 
2 6 E é o valor máximo: ff -3) Б i é o valor mínimo 
[sues fornece os valores de fsobre o conjunto, 
13. а 


а? + 


5. a) f(0,0) = 36 o valor mínimo ef (2, 0) = 7 о valor máximo. 


b) f (1.3) = 46 o valor máximo e f (0.0) = 0 o valor mínimo. 
e fcit 


ёо valor máximo e f (0, 2) = —2 o valor mínimo. 


di (3.0) = 06 o valor mínimo eS E 3) 


1. a) É uma esfera de centro (0. 0, 0) e raio 1. 


m 


6. O que se quer são os valores má 


(5 — 0 + 3) em [0,41 Altura 


E 392 
máxima: 24. Altura mínima: 7 
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Я 
xs 
> 
x 
һ (2.5) 
13 13. 


b) Ponto de m: 


(255 24 
desit 


alta temperatura: 


pomo de mais baixa 


( 4 
temperatura: | — 


b) Éo semi-espago abaixo do plano z 


TM — VoL Ir 


b) 
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2:9 Q0 < у, у) = (99 1< 50 < Ifi у) = al < б. 
De @ е @: 0 < ls у) = G9 уу < à Igi yn — LI e 
LI 8. 0. 
эз 


Lol b (x E IR 2 ea < 6} 
e) le Ine y) Ф ЕТА 1] 
e) (¥) E IR? (x у) + (0,0)] DR? 

o IR? 


2 Éconmuaem(0,0: lim {у= lim 70,0). 


m» mE 


) < c]. Precisamos provar que para todo (xg. yg) € В existe uma 
bola aberta, de centro (xp. xy). contida em В. Como fé contínua em (xp, Y). tomando-se € > 
0. com fr. y) + € < c.existe г > 0 (como А E aberto, podemos tomar r de modo que a bola 
aberta de centro (xp. 9) é raio ғ esteja contida em A) tal que 


5. Seja B= (e y) € IR" Lf 


Hoz у) = Gg sp ES rm fi у) < fog sol + ese 
e, portanto, V C В; logo. В é aberto, 
CAPÍTULO 10 
101 


x y 


CAPÍTULO 9 


e sen ay 
эл 
ШҮ b) Nao existe A zoiSyü-s 
BEJ 4d) Não existe FETT] 
e) Мао existe A Мао existe DIM 
3) Não existe A) Nao existe 
qur itle. 
4.0 3. Хао existe gue E 
6. De lim (и) = L segue que para todo € > 0, existe б > Û, tal que 5 
e 20822 Fra 
@о<ш = al < 8ı =le (u) = LI < € CE ы ы ы ааа 
De lim f(x s) = a, segue para o ду > O acima, existe 8 > Û tal que H 
oum PES e 
ar 
0< ху) — буй SF) ay р 
E u- 12y (4y Pros e z заку - Par 9) + sé 


Como a € Dg € ly f C Dy, resulta f(x. y) # a para todo (x у) € Dy. Assim, 
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: з b 
ду = ) EFFI 
ala кез? + у? > 
^ phus 
е ЕЕ хах x - 
0 ей ا < رج‎ 
D 22-200 +02 +) e Эзу жир? + ار‎ 
дх ду 
2 j 
х Xo ay » о + уг + 
0. 29 23. а) n= f (o в 2 
д: _ sen y [eos (a? + y?) + 242 sen (x? + 1 0 Gv a) = 0,12) + A(L1,4,A € IR. 
ER [eos + 42 
Abus МИР dy Verifique que (1, 1,2) pertence ao plano e 
: _ x cos y cos(x? + у?) + 2х sen y sen (x? + y?) que y (1) é ortogonal ao vetor 
و‎ |соз(х? + yo? (= G, 1, 2) 
30) 4 СТЯ (£a. na. Ш Nn 
Tert Heic ҳе 
ELE dp _ nR ^x 
ques VE т v (Observe que | 2 aa à 
dE y us да s А vibes de s 
EEE IIS yos os ce di E normal ao plano.) 


24, zi) = Gt + (DP S z (O = elr) x U) + 2y (0 y’ (1). Segue que y' (0) = (c (0). у' (0). 
23 (0) + 2y (бу). Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e que ү' (0) é ortogonal a 


B 
Е da za [s 
ra) 
9r 25. O plano determinado por Тү е T passa pelo ponto (tg, vo. / xg. 3) e é normal ao vetor 
LER AY: 1 ‚з 
2f зуу e Player try + 
15. Lane AM ER Ж 
2f 2f T 2p les 
пор ^ y; о Ш ууу мунк EL ed) PS S 
ro Y o) ^ уо! gy “О?” |= SE Goo E TO Cow À 
ay 


2f 
100 Dos) 
3. ur 


15 - ése In ey) 
2 A equação do plano é, então: 


у) +0, of Le, бее) 


dx откур E 


2. 9. 
(2га н 


f y +255 – 22у 
ду رر + ي‎ 


se (1,9) * (0,0) e x (0.0 ou seja, 


29. а)(0.0) b) Nào há 
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2. a) lim fU, 0) = 1 е lim (0.0) = — 1, logo, f não é contínua em (0, 0), portanto, f nio é 


> 150 
2 Є 0) аас diterencióvel em (0,0 
1 8 
өал{®+)е{- f 0.0.0. -De(-1 1) КИ EUH. 
ч кк dum MUR, E VE 
102 
A sorrosta- у. 0 97 oon- ook 
La lte = lim + Y 
2x b o (0.0) үн! + 
EN 
by СЕ = 2x arc sen + 
dx E 
DES К 
2 2 = dim = оша eso 
erat d X 25967 + 27) козю ү! +? donc RU? + EX CRT À 
ә СЕ 
А não existe, pois. lim Gi.) = бе lim Gt. = 
е mfg تیو رج + ر‎ LE - doo 120 
4o fet trae, Eau = 16 e tulo): 
[272 ms os 
CAPÍTULO 11 
ил o dim lim 
E ооо МА I cn ү? + È 


Lo E = + һу + B= [в =A o уул LL e уук = hk. Emo, 
dx dy 


" qu 

d jet 

= dim = dim 
DEC A O 


tim Ё in h Pa 


ШЕ ҮЛЕ 


Portanto, fé diterenciável em (0, 0). 


Portamo f (x, у) € diferenciável em todo (x, 1) El 
diferenciável, 


ои seja f(x, 1) = ay € uma função 


112 


1 E: 
(MG E) ay 


I + ky + 4252 + hec + М 
Gc Ino +R) ty? 


d) Ed = “são continuas em IR, logo, fé diferencióvel em IRÊ, 


La Le 


EN 


ou seja, Ге uma função diferenciável 


BA) y 1 ‚А? + 


E im v oc ay + hk? x 
OO ШОВ, П ate Gc OG Doy? Fi 


2, a) f não é continua em (0. 0). logo, não é diferenciável neste ponto. Em IR? — |(0, 0)] as 
derivadas parciais são contínuas, logo fé diferenciável em todos os pontos deste conjunto. 


Assim, IR^ — (00, 0)} é o conjunto dos pontos em que fé diferenciável. 


logo fé diferenciável em todos os 


b) Em IR — (0, 0)] as derivadas parciais são conti 
pontos deste conjunto. Em (0, 0). 


т 1 П 
tim = lim 
66.0 (x + Ay + key Туз deben 


в 
EM RR A EL 


im lim Т Е] 
ооо А ЮИ nbsan JPE ао (дг eX К 


= dm луг 
Ше 


0 dim 
[D 


x 


não existe, logo f não é diferenciável em (0, 0). Assim, IR? — (40, 0)] € o conjunto dos 
pontos em que fé diferenciável. 


o IR \ DES 


Segue que f é diferenciável em todo (x, y) £ (0, 0). ou seja, Fx, у) 


diferenciável 


2 
ах +2у- A (s = (1,1,2) + A (4, 
у — иу 2 = (0,1,1) + А(0,2,—1) 
Hm (1, 1,72) ACC 82,71) 
эх — Вуду = (0.22) А0, 
2. х+бу-2г=3 3c 
4 
=-1 LLDAAQLS 
3 ty 1з) m 
e :=6r+6y-18 
Say 6. 
п. ay v(a by LIN 1 
pm E 
7. 
8 


ou seja, E 
12. 

n us 
1. ау de= Ay dr + ay dy 1 


b) eene +2 + E 
1+ (x + 2y 


€) dz = y cos xy de + cos xy dy 

d) du-2se фе — dy 

Sur. pp ШШ. 
[EN bep 


DES du 


= а) Qua) 
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d) Мае (e 7F де =) dy — rye V dy, Fazendox= 1,y = | de= 
0.01 е dy = 0,002, resulta Az = 0,03 — 0,004, ou seja, Az = 0,026. 

b) Parax = 1еу = 1 tem-sez = 1. Assim, | + 0,026 = 1,026 é um valor aproximado рага 
z correspondente a 1,01 е 1.002, 


a С b) 2,9966 
ТЕТЕ 
A = xy: dA = y dx x dy, Assim, AA = y dr + x dy onde x = 2, y = 3, de = 0,01 e dy = 


0.03, ou seja, 5А = 0,03. 


V= sr hé o volume do cilindro de altura h e raio da base r; dV = 2arh dr + m? dh. Sendo AV 
o volume do material utilizado па caixa, AV = тей + sr. dh, onde r = 1,h = 2, dr = 0,03 
e dh = 0,03, ou seja, AV = 0,157. 


AP = —5 watts. 


A 


2,h=20,dr— 


0.1 e dh = 0,2. 


È arh dr + 1 or i, onde 
3 3 


a 


any 
dx = 001 e dy = 003. Ou seja, (1.01 


1+ dz, onde de é a diferencial de 
PO 102, 


no ponto (1, 2), relativa aos acréscimos 


М: = dz onde dz ёа diferencial dez = x^ + 37, no ponto (3, 4). relativa aos acréscimos dy = 


001 edy = —04. 


a) dw = yz dy + xa dy + xy dz cog t (3 du +2 de — U di) 


2x 


dv 


+ dw, onde dh é a diferencial de w = | 
0.01, dy = 0,02 e dz = —0,03 


(0.00? + (3,02)? + (3,97)? 
по ponto (0, 3. 4), relativa aos acréscimos dx 


(0.0197 + (3,02)? + (3,97)! = 4,988. 


zi+yj+zk 


DEP 


G Я 
e) Qe pr ey ip 


2g e yh ay aset 


E: 
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\. VAO у) = Оз, —2у) 


a vfa n=27-2} DESIT 


A 


4 fog =з? =m. Observe que V f 6g, yo) E normal ag F = 397: 


Горов 
tangente em (хо, yo) à circunferência? + y? = 1. 


(er Y) 


VS (o, ya) 


Observe, ainda. que para todo (хо, ур) na circunferénei Та 


5. Derivando em relação а / os dois membros de (x (2) + (у (OF. = 1, resulta: 


AA + 2y(0 y = 0. 


3 MAC 


Para t = ro. (21, 250) Y (ду) 
Curva cuja imagem está contida na curva de nivel x^ + y 


0. ou seja. V fax sg) Y Ug) = 0. yir) = (cos, sen 1) ê uma 
І 


7. a) f (x y F7 Э2(1,-1) 


[2 


Of у) -fe 


oras- = 


ey‏ ا 


M. b) Vf Gg vo. zo) 10: 
а олча 


= бу. дә 
)-,1D] 7-0 
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CAPÍTULO 12 
124 
1. a) 9P cos 3F b) -Asenrcost 
2a 3an? -nysa Los -D b 
2f of 
з. q 2L xam 
"ә, Cty 
ŽE (sv) — 2 sen 2r ŽL Gs y), onde x = sen 3re y = cos 2r 


10. 


м. 


16. 


by Icosy SL (ay) 
E Т] 


@-з3у+2(у—1) 


= 20st, у = sen ré uma parametrizagio da elipse = + y? = 1. Basta mostrar que g' (1) = 


Oem IR, onde g (1) = f (2 cos r, sen 1), Observe que a função y fornece os valores de / sobre 
a elipse dada. 
mcs Стар 
ez (n= S is PE sy as 02.2.0901 
(его 527 vã Sn = ey 
1, 3). A reta tangente é: (x, y, 2) = (2, 1, 3) + А (2,2,0), A € IR. 


a, 


yo - 0.2 


д: df 2 2f 

IR 

E» 2: ‚ = tu v, 
32/424. 4 q 
dx dy 


UNA vey 
25 (s ypt 

du e 

Portanto. 
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2 ou seja, 
18. E [s = o Fu s) Lo at) б) = 0. 
Los Zr = Гу. 
E v, py E to 
19. у) = (nef (0 = x ——— A equação da reta tangente é: 
Qeon 122 


1. Seja F(x у) A; Fédeclasse Cl em IR, F(0, 


«oe ŽE (0,13) #0. 
ду 


on «ad, - Ly «aem. 

E Pelo teorema das funções implícitas, a equação define uma função 
و‎ __у+зг 
de ara 


(x) de classe СЇ num. 


à ci 
20. жу ж 
E 


intervalo aberto Z contendo 0. 


ton L s кб 9) + BL ta, y. gtx, E = 0, ou seja, 


2. а) Seju F(x, у) = x y + sen y — т; observe que F (0, 0) = O e que 


E) 
Y (s y gle у 


A —: entro, 2E (1, 1) = — 
PIE Soi 


dc 
A equação do plano tangente no ponto (1, 1, 3) & z — 3 
2: 1 0 1: note que 
а DA ду dà дг À df д: a df de 
Observe fons 9 PE y LS " dr (cur dendo Me E 
dx 9r s дуда. arat dx de dz FU.00-0 e 0,0,0) #0: E = - ا‎ z 
Ё ER ко tay ду siso 
т. а pwen P y eat a, 2L y c ondex 
dx д. z 


b) g' (0) = 8. 


2f 


H M 2e] 
9: 


de 2 3f 
22. SEEDS xax la PA a у, 
Seen -fü xy) [ $6 


да y» [9 
E а 


везла 


Observação: Poderia ter feito g (s. y) = x f(u, v, 09.0 
mos, então: 


f du дуду df dw 
du dr dv дк ам Әх 


2 =/ш vw) + | 


3. fs) = ф (E onae вше uma ts el qualquer. 1. a) 20-5) b) -ny 
» O 634 d) 20-9 24] 
32. Pars cada (x, у) fixo, |f (x = го, y. 2a Lt 
dr 3 Du 


WO Um Cursó de Cálculo — Vol, I1 


да 2f дх ‚ду ду Df ах эг) аз 
ди dx ди ду ди dx ди Әу (х) Ju 


b) 


13. a) 


CAPÍTULO 13 
131 
TO cos t, {Т0 sen 1) 


Loa)ny-(3*AC&2.A€IR. hyD 


2. Reta tangente: (x. у) = (2, 5) + А(—2, 5), A CIR, 
Reta normal: (x, у) = (2. 5) + А (5, 2), А € IR. 


201 


3 ad. 2d) - 0.2) = бошу 


duro 


4 
== oy? 
E 


6 f(r у) = р (2r — 3v) onde (и) é uma função derivável qualquer. 
D) fs у) = (л + у) onde р (и) é uma função derivável qualquer. 
©). x) = e (+ — у) onde e (u) é uma tunção derivável qualquer. 
dis у) = e a? + y?) onde e бш) € uma função derivável qualquer. 


7. FG у) = eG Y) com (и) definida e derivável em IR, satisfaz a condição ра 


Determine uma ¢ (1) tal que e (2) = 3, г (0) = Le g(1) = 2. Por exemplo, tome et) 
Du + ce determine a. Рес para que as condições acima se cumpram, 


S flrs) = ё(2х y) com ei) definida e derivivel em IR, satisfaz a condição + 
x 


Para que o gráfico de f contenha a imagem de yé preciso que ẹ (3) = 2, Basta ent 


vun 


«A função ftx, y) Ties + Y resolve o problema. 


9. Seja Fix y) md + 2,7, A 
ouseja + 
2) se verifique devemos tomar Ay 
todas as curvas da familia a? + 2 


Nei dy Assim. = Kel ey 


=2 
© passa por (1, 2). 


252. 
ão tomar 


киш. 


Age! Para que а condição inicial y (0) = (1, 
е”, 2e") intercepta ortogonalmente 


10. 


132 


v 


XN 


ad (x, 
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Seja F (x. y) = лу. A função y = y (x) deve ser solução da equação 


dy 
& у 


Assim. у 


ay=x 


а) Plano tangente: (2, =6, 8) (б у. 2) (1, =1, D] = Oou x - 3y + 4: = А, 
Reta normal: (x, у, z) = (1, =1, 1) + A (2. =6, 8), A € IR, 
b) Plano tangente; бх + Зу 9. 


1 
Reta normal: (x, y 2) = [5.1 3) +A (6,3, 1),4 E IR. 


4 


e» Plano tangente: x у + 4, 
2.0 + (1. =1,4). A € IR. 


Reta normal; (x, у. z) = (2. 


х+у+: 


(Sugestão. Seja F (x у 


as condições; xf + Зу 


کل + + و 


(L1, D +A (>21, 1) A EIR; 


LI) AU 7L0,A€IR. 
x2 cos t, V2sent. D). 


b yin 
(0.1.0) HALO D. A € IR. 


.8+ ايار 


PEIUS 
DELE 16: 


Respostas, Sugestões ou Soluções 397 
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9. —5х + 16y + 9: = 54. 14 а) 2 + 2 17 b -67-87 
10. x- 2y + 22 = 700 + 2y + 2: =7 4) 008C 
134 ES E 
1& a) 28 ь 238 
19-6 d É 
-3-3 
o0 16. 
2. 37+3 e-3 -3 7 CAPÎTULO 14 
Q-i- je f+ j чл 
Pays ramo | 1. 
au 
“38 
К a+m-2 à 
А aix дхду 
dvds 
8 yt) mea А P А 
ra= 3 2 de ыл дз, DE agita چ‎ PE 
9. VELD = (2, 1). Seja y) =(1 + 21.2 +1, f(1 + 21,2 + 0). A tangente em y (0) = (1,2, x dy " dx dy дудх 
0.2) é а reta procurada: (x 1,2,2) + A (2, 1,5) A € IR. 
10. (xz) = (1,1,4) + А(1.2. 5). n 
ja P" a projeção de P sobre o plano ху; P" move-se sempre na direção e sentido de máximo cres- 
cimento de . Sendo (x0). у (1) uma paramet paraa trajetória de P^, ун) = (et, y(0. (0). 
onde z (r) = f(r (7), v 40), será uma parametrização para a trajetória de Р: y (1) = (f, f. 4P + Ê). Im d 
12. (0.3). 14, а) -Av sen (Ê — 2)? DE 
(Sugestão. Aj solução do problema $. 
7 proveite а solução do problema В.) as 
13 yos 2—4, =т=1. 
a 
E 1. a) 2I Ly) cost бух е П 
ТЫ 2,2; ie 


AN (n 20 +2 LL (м, »| 


x 7 дудх 


(5,292 ay ЕГ cosa ena se беп, o] 


0,1,0 f 
94 дудх dx ду 


Um Curso de Cálculo — Vol. IL 


2f 2f 


2 к) fü e LTD 
PY ef 
st) = EL a, y) + ag رک‎ + 16 
á gg em 


4 


9. f(x у) = б. onde у = g (O; f(x, s)| = 0, daf. 


24 (ary o dr a әз EE 
ax) “ðs дудхду ду! 


(8) 


10. b) fG D e (e 1) + (c = n. onde (у) е Gu) são funções quaisquer. deriváveis até a 


E 


gas 


2. ordem. Observe que g (и, v) = (у) + 0 (u) satisfaz 


13. 0 14.0 
CAPÍTULO 15 
151 


L a LHS V ftx, 
1)e (2.3), As 


i = (4F, 3(1, 2) 


27-T=Iwmi<r<2 
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183 
Lo final sd + y+ k 


by fis) senay + Î aye yh e 


arc tg y 


a fy 


ر + قر у= у‏ مام .2 


8. a) Sim, pois admite função potencial e (л, ¥) = 


д E) 
у ia 
pt ALE 


by Não, pois, 


©} ex y) = av + y? é uma função potencial, logo, Fé conservativo. 


dı Admite função potencial i (x. y logo é conservativo. 


д 


2 
tem 


2) Não. poi 
و‎ a 


f) Admite função potencial y (x, * Jogo é conservativo. 


T (x, у). Pela regra 


9. Como Рё conservativo, existe e (s, y) definida em A tal que V р(х, у) 


da cadeia OF etn) = V ecu Y (= E (yin y (0, Portanto. 


„> 
F OM y (ndr [Ve 0. 


b) Uta, 


400 im soe Cet — Vol u 


à ve»: 4 Não é conservativo 
Ere 


12. a) F( у)= — VU = (41 y 


= ух) = 1,у(0) = 1,30) 


Bysen2n s у= 0 


by 


(1) = (cos 21, сок), Como cos 21 = 2 cos t = 1, 
2 


Como y 


аз. a) Pis 


b) үй) = (соз! — sent cost + зеп) = 2 0 + B sen (r Ea trajetória ёа cir- 


cunferéncia de centro na origem e rato 2. 


14. уб) = (cost, 2sen t). A trajetória é a elipse É + 


154 
1. ау1+х+5у взъ и 0) +70 0 


c) 3 + dy 


2. b) Inferiora 10 


гү 


F-1 +2 


КИ; (®&ўк—1(у—1у+ 


jou dis 2 
= (6F 2 — 1) + 6F (y -11 


De0< F< 2e0 < F< 2segue 
Wf) - Puis o e Tic - 1 + 66 — DA 


4. a) 4931 


bio 


т, аё + bik + аё = a| hè + nk + 


155 


1. a) ay » 
ву във 0) 109 =) + S(t 12 F 4e DO D 90-0? 


2. 6+8 10) + 10(у— 1) + зо 400 DO = 1) + 9 (r 02 + (e = 0 
ЕТЕТ 
CAPÍTULO 16 


1 (03 


Je candidato a ponto de mínimo local, 


EI 


Jenae a ponto de máximo local, 


4 (5 +) candidato а ponto de mínimo local. О ponto critico (0. 0) no € extremante local 
pois x = 0 não é extremante local de g (д) = f (x, 0) = EA 
5. (- 1, - D) é candidato a ponto de mínimo local. 


в. (1, D é candidato а ponto de mínimo local; (=1, — 1) é candidato a ponto de máximo local. 
Os pontos críticos (1, = 1) е (= 1, 1) não são extremantes locais, 


163 


é ponto de mínimo global.) 
3 


La) E > ES de mínimo local. (Conforme Exerc. 2, 


7 
b) (1, 1) € ponto de mínimo local, mas não global (f(0, y) 
5 


у + 5 tende a — quando 
2 
[rur 


y cm (B. esee 


¢) (71. 1) é ponto de sela. E z } ponto de mínimo local, mas não global (f(x, 0) = x? — 


Sx tende а —2 para x — —») 


MB um Curse Coto — vo. u 


o ( з) sopas ea 


f) Não admite ponto crítico. 


2) Osextremantes locais de f coincidem com os extremantes locais de g (x, 
mo local. (Conforme Exerc. 2, é ponto de mínimo global.) 


6 — DC 


1) é ponto de mír 


j= e y cay — 


в) (0.0) ponto de máximo local; (0, 1). (0, — 1, (1, 00e (—1.0) puntos de sela; (1, 1), (1, = D. 
C1, 1) e 1, —1) pontos de mínimo locais (verifique que sio pontos de mínimo globais. 
й (1.2) é ponto de mínimo local 
j) CL. — é ponto de mínimo local, 
1) (1. 1) é ponto de mínimo local: (1. —1) e (1, 1) pontos de sela: (—1, —1) ponto de må- 
ximo local. 
3 
2a) E - | ponto de mínimo global. 
: / ER 
b) Não admite extremantes, pois, para todo (s. у), DL (x. y) = 2e LL qx, у) = 2.0 ponte 
24 E 
crítico [ 12, 1) e de sela 
uan) 
o (1.2) pomo de máximo global 
sa)? E! 
é ponto de mínimo global 
te extremante: (2. —2) é ponto de sela. [Desenhe as imagens das curvas 
NOIA -Rfi -De y = Q 3-2 2,50) 
onde zt) = f — 3, — 2 + 20]. 
f). (1.2) ponto de minimo global. 
poz 
303 


5. Ela B= У lay B hP: 


В — bj. (a, B) é a solução do sistema 
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(a, B é solução do sistema 


| 26a + ав = 387 
| 1740 + 268 = 2.508 


b) 894 


2) (ga, 1,4 + и) São pontos arbitrários de re s, respectivamente: 


VA- pP +04 +0 + д) 


до, determinar (A. и} que minimiza g (A, i) = (A — uy + 


RE 


é a distância entre eles. Basta, 


OA- eap 


0.2.0 
1. = pyx + pay — 2 + 23? + 2ху] = 120х + 200у — 3: — 302 — Das. A produção que 
maximiza o lucro é x = Dex = 30. 

t (2 + y). A produção z que maximiza o lucro é a correspondente ax = 15.8 ey = 


20,4, ой seja, : = 15762. 


(5.839 М.х +у+ 


[rum 


4) (1, 0, 2) ponto de mínimo local (verifique que é ponto de máximo y 


by (1,1, 1) ponto de mínimo local: (—1, ~ |, —1) ponto de máximo local; (1, 1, = 1). 
EEE Udo NA 1, 1) não extremantes 
o) centena. 5, 2 peido oa 


Ф (3, —2, — 1) não é extremante. 


a) Valor máximo é 6 e é atingido em (2, 0); valor mínimo é — 3 e é atingido em (0, 3), 


ato sto NI «io Я 
3, а ponto de máximo: | =, 7 | ponto de mínimo. 
o 10 10 jm ón ( 10 x) pon 


c) Valor máximo é O e é atingido nos pontos (D, y), 0 = y 
atingido em (1, 0). 


‚О valor mínimo é —2 e é 


dy Valor mínimo é 0 e é atingido nos pontos (0. y). O 


mio 2 qué rio em 


5.0.0 = x = 3.0 valor 
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ё) O único ponta crítico no interior de A é (0,0) que nào é extremante, Assim, f assumirá os 
valores máximo e mínimo na fronteira ^ + y! = 4 de A; g (1) = /(2 cost, 2 sen t) fornece os 
valores de f na fronteira. O valor máximo é 4, sendo atingido nos pontos (0, 2) e (0, ~2). O 
valor mínimo é —4, sendo atingido nos pontos (2, 0) e (=2, 0), 

f) Valor minimo é 0, senda atingido em (0. 0). Valor máximo é 2, sendo atingido nos pontos 


(0. D) e (0, — 1). 

7 7 
2 ( ыт Xn ПЕ Lie a unção at = (а 
SEO 


4. Valor máximo é 25, sendo atingido em (0, 5) 


ES 


O problema consiste em maximizar o lucro L = 10х + 6y (x é quantidade do produto Ге y do 
produto [1) com as restrições: х = 20. y = 4S, Sx + 4y = 200, 10х + 4у = 240 x 0e > 
0. О lucro será máximo para x = &e y = 40. 


! 
9 


[+ 
is 


7. Observe que O (ar, br) = PQ (а. b), onde a? + b? 


€ ponto de máximo: [ 


ponto de mínimo. 


| pomo ae mínimo 


e) (2. D e (=2, =1) pontos de máximo: (=2, 1) е (2, — 1) pontos de mínimo. 
Л) (CL, 1) ponto de mínimo. 


1 Es 
Jon sn: 


П 
Т.) pontos de máximo. 
z) 


h) (2. 0) ponto de máximo: | pontes de mínimo. 


0 (1, 1) ponto de mínimo local: ( 2) ponto de máximo local. 


ponto de 


1 
шк 


mínimo. 


2. эй + ды 


А 1 
o ponto de tangência e(2, 1 
i Bis ( 2) 


Respostas, Sugestões ou Soluções 


> (+3) 


4. (2,4). [Sugesrüo: minimize f(x, y) = (x — 147 (y 
ЖУ. NET 
sr) 


É O ponto de tangéncia é 


19 


1Y com a restrição у 


(Sc 
19' 19" 19 


7. Valor máximo é 4, sendo atingido em (1, 1, 1). O valor mínimo € —4, sendo atingido em 
(===). 


y + z? com a restrição + 2y — 3z = 4]. 


D О 
u = Sos mais próximos doren (4/3, — 3) e (= 5, 3 os malsafastados 
» 
сууз 


Окей Sejm à = ( 


i 
E x) 


tes de (x, y) na base (u, v )ristoé (x, y) = u uf + v y, ou seja, (x. y) 


jr Verifique que a mudança de coordenadas 


APS 


ME Respostas, Sugestões он 


i ч. 0,10 à 
transforma à equação dada na equação 
15. 12 cada um 
1 pilátero. 
12 G 1) Verifique que a mudança de coordenadas x 16. Equiláter 
* ална a eun io didas ыыы ea 18. Cubo. 


19. Cubo de aresta | m. 


20. Cubo de aresta 


pla 


transforma a equação dada na equação Û — LE que é umi hip 
MD 40 P рене 


Observe que и = 


1 


FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 


"` ^O objetivo deste capítulo é destacar as funções integráveis que vão interessar ao curso. 
“Este capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apéndice 4 do Vol. 1. 


1-1. ALGUNS EXEMPLOS DE FUNÇÕES INTEGRÁVEIS E DE 
FUNÇÕES NÃO-INTEGRÁVEIS 


| Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos de funções integráveis e de funções não- 
* integráveis, trabalhando diretamente com a definição de integral de Riemann. 

Antes de começar a estudar os exemplos que apresentaremos а seguir, sugerimos ao lei- 
_ tor rever a definição de integral de Riemann apresentada na Sec. 11.3 do Vol. | 


EXEMPLO 1. Prove, pela definição, que a função constante / (x) = k x € la, В], é integrável 


" 
em fa, b] e que [| nr 


| Solução 


+ Рата toda partição P а = x < < ху < .. < ху — р... Су = b de la, b] tem-se, 


+ independentemente da escolha de c; em Lx; — |. х, i variando de 1 am. 


X Se) Y k Ax 
a a 


Segue que dado e > 0 e tomando-se um 8 > 0 qualquer tem-s 
escolha dos с 


y IS 


m 


. independentemente da 


=0<e 


feo Au = klb a] 


=! 
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para toda partição de Ja, В], com máx Ax, < à. Logo, 


== <<. 
с, forem racionais 


<<. < л = 1 uma partição qualquer de [0, 1]. 


D As = klb = 
دا ی‎ скнта 


Y fen am; 


a 


ou seja, f é integrável em la, b] e 


ل 


b 
[rots k= a) «s Ey forem irracionais 


Y FE) Ax 
ia 


De © e @ е da observação anterior segue que f ndo é integrável em |0. 1]. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo faremos a seguinte observação. 


Observação. De acordo com a definição de integral, sendo f integrável em [a. b), dado € > 
O existirá à > 0 que só depende de e, mas não da escolha dos c, tal que 


У Fc) Ax; ШЕ <$ 


EXEMPLO 3. Seja /: [0, 2] — IR dada por 


Üsexsl 
fe f sex=1, 
para toda partição Р de |a, В], com máx Ax; < б, Segue que se P for uma partição de la, В]. 
com máx Ax, < 8, e se cj e гу (i = 1,2, ... п) forem escolhidos arbitrariamente em [лу — ү, 
^j] teremos 


Prove que fé integrável em [0, 2] e que p fG) dx - 0. 
Solução 


5 А : 
Ж УЫ Í foy sja P uma partição qualquer de [0, 2] e suponhamos que 1 € [xj —. ej 
E 


" 
[ro <$ 


È SE) ax 
(=! 
é. portanto, 


5 fien as 


y fed Ax; = Y Ha) Ах) |< 


H i 


para toda partição P de [a, b], com máx Ar, < à, independentemente da escolha de cj e гу. 
Deste modo. se f for integrável em [a, b], duas somas de Riemann quaisquer relativas a uma 
mesma partição P, com máx Ax, suficientemente pequeno, devem diferir muito pouco uma 


Ча outra, e o módulo da diferenga entre elas deverá ser tanto menor quanto menor for máx 
Ar, 


У fio As Ay 1 + Ар 
ia 
Fica a seu cargo concluir que, em qualquer caso 


n 
(У fie) Ax =0 < 2 máx As; 


z 


EXEMPLO 2. (Exemplo de função nào-integrável). Prove que 
fazl exea independentemente da escolha dos c; Portanto, 

OsexeQ 

(x) dx. 


Jim Y fias =0 
não € integrável em [0. 1]. mix Ar, +0 


a 
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cud que а função do exemplo anterior não é contínua em [0, 2], entretanto, é integrável 
em [0,2]. 


EXEMPLO 4. Seja 
IETLILI 
2зе1<х=2. 


pa] 


Prove que fé integrável em [0. 2] e que Јо ас=3. 
\ 
Solução 


Consideremos a partição 0 = xy < x, < 
VE ly 1.53. 


— < x, = 2e suponhamos que 


Temos: 


(Interprete geometricamente.) Logo. 


У, fc) An =3 = máx Ax; 
үн 
independentemente да escolha dos c. Portanto, 


DE nor = [iso de, 


пахлу, 


[PLO 5. Prove que 


não é integrável em [0, 1]. 
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Solução 
Seja P uma partição qualquer de [0, IJe E, f(c;) Ax; uma soma de Riemann de f relativa 


conn É 
esta partição. Tomemos cy em JO, xl. Se mantivermos fixos су, cs, «++ Gy teremos 


lim V, fie Азу = + ж. (Por qué?) 
a 


«эб 


Logo, não existe número L tal que 


im Y fio ax, 
bei 


mîx dr > 0 


seja, f nio é integrável em (0. 11. 


|. Observe que a função do exemplo anterior não é limitada em 10, 1]. (Lembramos que f 
йада em [а, b] significa que existem reais a e f tais que, para todo x E la, b], a = f(x) = 


“O próximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice 4 do Vol. 1, contarnos 
que uma condição necessária para f ser integrável em la, Р] é que f seja limitada neste iner- 
valo. Tal condição não é suficiente. pois, 


_fl sexeQ 
100 serga 


limitada em [0, 1], mas não é integrável neste intervalo, 


Teorema. Se f for integrável em la. b], então f será limitada em la, b]. 


rcicios 1.1 
1. Seja f: 0, 1] — IR dada por 


ose xe fo, 
fe 


pU 
2 
vsexelo ti 
sex €0. >, 


Prove que fé integrável em [0, 1] e que. 


[wa =0. 


Prefácio 


Este volume é continuação do volume 1. No Cu 
(de uma variável) que aparecem com mais freqüència nas aplicações, Este capítulo poderá 
ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apéndice 4 do volume 1. No 2, estudamos. 
com relação a continuidade e derivabilidade, as funções dadas por integral. No 3, apresen- 
tamos várias aplicações da integral: cálculo de volume de sólido de revolução, área de su- 
perfície de revolução. comprimento de gráfico de função. cálculo de área em coordenadas 
polares e cálculo de centro de massa de figuras planas. No Capítulo 4, estudamos as inte- 
grais impróprias, e no 5. as equações diferenciais lineares de 2.º ordem com coeficientes 
constantes. No 7, estudamos as funções de uma variável real com valores em IR", com rela- 
ção a continuidade, derivabilidade e inte, ibilidade. O restante do livro é destinado ao es- 
tudo, com relação à continuidade e diferenciabilidade, das funções reais de várias variáveis 
reais. Observamos que nesta edição o segundo volume foi desvinculado dos demais em re- 
lação à numerat páginas e dos capítulos. o que significa que agora a primeira página 
é página 1, o primeiro capítulo corresponde ao antigo Capítulo 16 e assim por diante. Com 
esta modificação, que será extensiva aos outros volumes, ficará mais fácil processar as alte 
rações necessárias para tornar o texto cada vez mais dinámico. Contamos. para isso. com 
sugestões e idéias de professores с alunos. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número suficiente para 
ão da matéria, Como no volume 1, procuramos dispor os exercícios em ordem 
o aos exercícios mais difíceis, vale aqui a mesma reco- 
mendação que fizemos no prefácio do volume 1: não se aborreça caso não consiga resolver 
alguns deles; tudo que você terá que fazer nessas horas é seguir em frente e retornar a eles 
+ quando se sentir mais senhor de si. 

Mais uma vez, queremos agradecer, pela leitura cuidadosa do manuscrito, às colegas 
professoras Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É, ainda, com grande satisfação que agra- 
deço à colega professora Elza Fu mide pela leitura, comentários e sugestões de ma- 
nuscritos que deram origem às primeiras apostilas precursoras deste livro. 
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